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2 Vorlesung vom 11. April 2000
2.1 Mengen, Mengenoperationen und Relationen

2.1.1 Funktion, Umkehrfunktionen und Abbildungen

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung der Elemente einer Menge A zu den Elementen einer
Menge B. Jedem Element von A darf héchstens ein Element von B zugeordnet sein, verschiedenen
Elementen von A kann aber dasselbe Element von B zugeordnet sein. Es braucht nicht jedem Element
von A ein Element aus B zugeordnet zu sein.

Fur beliebige Funktionen gilt:
A,B Mengen, AcS,,BcS,,f:S, >,
F(A)={f(x)[xe Al (2.1)
f'(B)sz{X|Xesl, f(x)e B}

Ac f'(1(A))

B f(f'(B)) (2.2)
f(AUA)=T(A)UT(A)

f(ANA)cf(A)NF(A) (2.3)

Anmerkungen dazu:

Es ist zu beachten, dass f’() keinesfalls die Umkehrfunktion ist — zu dieser wird es erst durch die
bijektive Eigenschaft.

Bei der obigen Betrachtung von A, B, S, S, und f() existieren drei Sonderfalle. 1) Ein Element aus A
kann nicht nach B abgebildet werden, weil f() fir dieses Element nicht definiert ist. 2) Fir ein
bestimmtes Element aus B gibt es kein Element aus A, das auf dieses Element abgebildet wird. 3)
Zwei oder mehr Elemente aus A werden auf ein Element in B abgebildet. (Die vierte, logische
Kombination, ndmlich dass ein Element aus A auf mehrere Elemente aus B abgebildet wird, verbietet
der Funktionsbegriff.)

2.1.2 Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Die Begriffe Injektivitat, Surjektivitat und Bijektitivat entstammen dem mathematischen
Sprachgebrauch und miissen daher hier nicht néher erldutert werden. Bedeutsam sind aber die
Auswirkungen auf die oben gemachten Aussagen:

f injektiv= A= f'(f(A))

(2.4)

f injektiv= f(ANA)=f(A)nf(A)

f surjektiv=B=f(f'(B)) 25)

f surjektiv= f'(B,"B,)=f'(B,)n f'(B,) '

f bijektiv= f ' (Inverse Funktion) existiert mit Identitat=f o f'=f'o f (2.6)
Generell gilt, es existiert eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen genau dann, wenn ihre
Méchtigkeit identisch ist:

| Al =|B| <> 3 eine bijektive Funktion f mitf :A— B (2.7)
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2.1.3 Relationen

Eine bindre Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von MxM. Sind a,b e M und gilt
(a,b)e R, so sagt man: ,.a und b stehen in der Relation R.“ Gelegentlich schreibt man statt (a,b) e R
auch aRb . Eine Relation kann tber eine oder mehrere der folgenden Eigenschaften verfiigen:

1. Reflexitivitat: vaeM:(a,a)eR
2. Transitivitat: va,b,ceM:(ab)eRA(b,c)eR=(acc)eR
3. Symmetrie: va,beM:(a,b)eR=(b,a)eR

4. Antisymmetrie: ~ Va,beM:(a,b)eRAa(b,a)eR=a=b

Beachte: Symmetrie und Transitivitat implizieren nicht Reflexitivitat! Zur Bewertung einer Relation
muss jede dieser vier Aussagen einzeln tberpriift werden.

2.1.4 Aquivalenzrelationen

Man spricht von einer ,,Aquivalenzrelation®, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch
ist, und von einer Ordnung, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Zum
Beispiel ist die normale Vergleichsoperation auf der Menge der reellen Zahlen (,,=) eine
Aguivalenzrelation, und die kleiner-gleich-Operation (,,<*) eine Ordnung.

2.1.5 Aquivalenzklassen

Alle Elemente b einer Menge M, die zu einem gegebenen Element a aquivalent sind, bilden zusammen
die ,,Aquivalenzklasse** des Elementes a:

[a]={bloc Ar"bO 3} (2.8)

Ist die Schnittmenge zweier Aquivalenzklassen nicht leer, so sind die Aquivalenzklassen identisch:
[a]~[b] =@ =[a]=[b] (2.9)

Bei den Aquivalenzklassen kommt die reflexive Eigenschaft der Relationen zum Tragen, da ohne
diese Eigenschaft ein Element nicht in seiner eigenen Aquivalenzklasse enthalten ware.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen den Indizes der Aquivalenzklassen und der Anzahl der
Zustande eines Automaten.

2.1.6 Kollektionen

Eine Kollektion C = {Ci |i 1S I} ist eine Menge von Elementen C;, die (ber einen Index i indiziert
werden kénnen, der aus der Indiziermenge | stammt.

2.1.7 Partitionen

Eine Kollektion von Mengen C; heif3t Partition von A genau dann wenn 1) alle Mengen C; disjunkt
oder gleich sind, 2) jede Menge C; eine Teilmenge von A ist, und 3) die Vereinigung aller Mengen C;
die Menge A ergibt:

cmpmmmva?1wﬁjeuQ=cﬂ4qu=@)
2)Viel:C,c A (2.10)

Jci=A

iel
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Die Menge der Aquivalenzklassen aller Elemente einer gegebenen Menge A ist eine Partition von A:
C ={[a]|ae A} ist eine Partition von A.

2.2 Algebraische Strukturen

2.2.1 Die algebraische Struktur

Die algebraische Struktur ist wichtig, da sich jeder endlicher Automat als algebraische Struktur
darstellen lasst. Die algebraische Struktur besteht aus einer Menge, und aus einer Rechenoperation auf
dieser Menge:

(S,0) ist eine algebraische Struktur < 1) S ist eine Menge

(2.12)
2)0:SXS —> S

Schreibweise: o(a,b) oder ach.
2.2.2 Die Halbgruppe
Die Halbgruppe ist eine algebraische Struktur, fir deren Operation das Assoziativgesetz gilt:

(S,0) ist eine Halbgruppe < 1) (S,0) ist eine algebraische Struktur o1

2) Vs,,8,.,5, €S 20(0(81,82),53) = o(sl,o(sz,sg)) '

2.2.3 Das Monoid
Das Monoid ist eine Halbgruppe mit Einselement:

(S,0) istein Monoid <> 1) (S, o) ist eine Halbgruppe 213

2) dJeeSVseS:eos=so0e=s
2.2.4 Das freie Erzeugendensystem, das freie Monoid
G ist ein freies Erzeugendensystem fir (S,o) , wenn 1) jedes Element aus S als Kombination von

Elementen aus G darstellbar ist, und 2) jede dieser Darstellungen eindeutig ist.

G ist ein freies Erzeugendensystem fiir {S,o><;>

1) vseS\{e}3g,,...9,€G:5=0,°..00, (2.14)
2)s=g; ©..0Q; AS=Q; °..00; =>N=mAg, =¢; 1<k<n

k

Schreibweise: ,,G ist ein freies Erzeugendensystem fiir (S, <) “ oder ,,(S, ) ist ein freies Monoid
tiber G*.

Beispiele:

(N,+) ist ein freies Monoid tiber {1}, (N,+) ist kein freies Monoid tber {1,2}
2.2.5 Der Homomorphismus

Ein Homomorphismus ist die Kombination zweier algebraischer Strukturen (S,,o), (S,,e) und einer

Funktion h(), die die Eigenschaft besitzt, kommutativ beziiglich der Verknlpfungsoperationen (der
algebraischen Strukturen) zu sein:

h ist ein Homomorphismus <
1) h:S, >S5S, (2.15)
2) Va,,a, €S, :h(a,0a,)=h(a)eh(a,)
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2.2.6 Der Isomorphismus

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus. Wenn zwei Mengen isomorph zueinander
sind, bedeutet das, dass sie sich (von den Bezeichnern ihrer Elemente abgesehen) nicht voneinander
unterscheiden lassen. Ein minimaler Automat ist ,,bis auf Isomorphismen exakt bestimmt*.

h ist ein Isomorphismus <
1) h:(S;,0) >(S,, ) ist ein Homomorphismus (2.16)
2) h:S;, — S, ist bijektiv
Beispiele:
h(n)=2": h ist Homomorphismus, aber nicht Isomorphismus

2.2.7 Abzahlbarkeit

Eine Menge M heil’t ,,abzahlbar unendlich®, wenn es eine bijektive Abbildung ihrer Elemente auf die
Menge der natiirlichen Zahlen gibt:

M ist abzéhlbar unendlich <3 f: M — N|f ist bijektiv (2.17)
M ist Uberabzé&hlbar unendlich << — M ist abzahlbar unendlich (2.18)

Anmerkung:  Wie es der Name sagt, bedeutet ,,Abzahlbarkeit“, dass die Elemente einer Menge zwar
zahlreich oder unendlich sind, dass sie aber dennoch abzéhlbar sind.

Beispiel:

Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar unendlich, die Menge der irrationalen Zahlen (und
damit auch die Menge der reellen Zahlen) ist Uberabzahlbar unendlich.

2.2.8 Konkatenation

Die Konkatenation zweier Mengen S; und S; ist die Menge aller ,,zusammengesetzten* Elemente
dieser beiden Mengen:

31052;{UV‘U631,V632} (2.19)

2.3 Sprachen

Sei X eine endliche Menge von Symbolen, und e der Operator fiir die Konkatenation. Eine Sprache L
ist definiert als Teilmenge der Menge aller Worter tiber diesem Symbolalphabet:

0_
2= {e} (das leere Wort)
=3 (Worter der Léange 1)
bf (2.20)
z" = T lex (Worter der Lénge n)
= H)Z (Alle Worter tber %)
- (2.21)
N = UZ (Alle Worter tber X aufier dem leeren Wort)
n=1
L ist eine Sprache Uber dem Alphabet Z§> Lcy (2.22)

<2*,o> ist das freie Monoid Uiber X, wobei die Konkatenation (,,e*) die Operation ist. £ dient hier als
freies Erzeugendensystem.
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Die Menge aller Worter tiber einem Alphabet X (entspricht X°) ist abzahlbar unendlich; die Menge
aller Sprachen uber X ist iiberabzéhlbar unendlich.

2.4 Grammatiken

Die zuléssige Form der Sétze einer Sprache nennt man Syntax, die Bedeutung der Sétze wird durch die
Semantik beschrieben. Zur Festlegung der Syntax einer Spracheverwendet man Grammatiken. Eine
Grammatik ist eine Menge von Regeln, die bestimmen, welche Satze zur Sprache gehéren, und welche
nicht. Man spricht von Chomsky-Grammatiken, wenn eine Grammatik durch vier Angaben definiert
wird: durch eine Menge von Terminalsymbolen, eine Menge von Nichtterminalsymbolen, eine Menge
von Grammatikregeln und durch ein Startsymbol.

Von einer Grammatik wird gefordert, dass sie ein endlich langer Beschreibungsmechanismus fiir eine
Sprache ist. Solche endlich langen Beschreibungsmechanismen kdnnen der L&nge nach, und innerhalb
einer Lange alphabetisch geordnet werden. Somit ist die Menge der Grammatiken abz&hlbar
unendlich. Weil die Menge der Sprachen aber tUberabzahlbar unendlich ist, folgt daraus, dass es
Sprachen gibt, die keine Grammatik haben kénnen.

Wie viele Sprachen gibt es, die eine Grammatik haben?

Weil es insgesamt nur abzahlbar unendlich viele Grammatiken gibt, ist auch die Menge aller
Grammatiken fir eine beliebige Sprache liber Z nur abzahlbar unendlich. Daraus folgt, dass die Menge
der Sprachen mit Grammatik héchstens ebenfalls abzahlbar unendlich ist. ,,Hochstens* deswegen, weil
u.U. mehrere Grammatiken die selbe Sprache beschreiben.

Wie viele Sprachen gibt es, die keine Grammatik haben?

Es gibt Uberabzahlbar unendlich viele Sprachen, die keine Grammatik haben. Der Beweis gestaltet
sich recht einfach. Wir haben bereits festgestellt, dass es nur abzéhlbar unendlich viele Sprachen gibt,
die eine Grammatik haben. Gébe es ebenfalls nur abz&hlbar unendlich viele Sprachen, die keine
Grammatik haben, so wiirden auch insgesamt nur abzéhlbar unendlich viele Sprachen existieren. Wir
haben aber bereits festgestellt, dass Uberabzéahlbar unendlich viele Sprachen existieren (Widerspruch!).

2.5 Klassifizierung von Sprachen

Noam Chomsky hat 1956 eine Klassifizierung der kiinstlichen Sprachen vorgeschlagen, die sich bis
heute erhalten hat. Sie sieht vor, Grammatiken in insgesamt vier verschiedene Gruppen zu
kategorisieren. Jede Gruppe verfeinert die vorhergehende Gruppe, bzw. beinhaltet sie. Zu diesen vier
Gruppen hat sich im Laufe der Zeit eine flinfte Gruppe gesellt:

Klassifizierung nach Verschiedene Methoden (Klassen), Grammatiken

Chomsky Automaten (Klassen)

Chomsky-3 Endliche Automaten Regulére Grammatiken
- deterministisch
- nichtdeterministisch

Chomsky-2 Pushdown-Automaten Kontext-freie Grammatiken
(Kellerautomaten)
Deterministische Pushdown-Automaten LR(z) — Grammatiken
Chomsky-1 Linear beschréankte Automaten Kontext-sensitive

Grammatiken

Chomsky-0 Turing-Maschinen Rekursiv aufzahlbare Mengen
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3 Vorlesung vom 13. April 2000
3.1 Abzahlbarkeit von Mengen, Diagonalisierung

3.1.1 Machtigkeit von Mengen

Mengen sind endliche oder unendliche Ansammlungen von Elementen. Die Anzahl dieser Elemente
einer Menge wird Machtigkeit oder auch Kardinalitat genannt. Die formale Notation dafiir ist:

|M | =Méchtigkeit der Menge M (3.1)

Haben zwei Mengen M; und M, die gleiche Méchtigkeit und existiert zwischen den beiden Menge
eine bijektive Abbildung, gilt also

[M.|=[M|

L (3.2)
f:M; > M, |fist bijektiv

so heil3en die Mengen gleichmachtig. Fir den Spezialfall, dass eine Menge M gleichméchtig der
Menge der natiirlichen Zahlen [ ist, so ist die Menge M abzahlbar unendlich. Endliche Mengen sind
immer abzahlbar. Dementsprechend wird eine Menge, deren Machtigkeit grofRer der Menge der
natlrlichen Zahlen ist, fiir die es also keine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen gibt und
die somit nicht abzahlbar ist, Uberabzahlbar genannt.

Einfacher ausgedriickt sind Mengen genau dann abzéhlbar, wenn ihre Elemente durchnumeriert
werden kénnen. Dann existiert eine surjektive Abbildung der natiirlichen Zahlen auf die betrachtete
Menge, so dass jedes Element der Menge einer nattrlichen Zahl zugeordnet ist.

3.1.2 one-to-one-Mapping

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Gleichméchtigkeit zweier Mengen kann auch mit
dem Schlagwort one-to-one-mapping illustriert werden. Seien beispielsweise folgende Mengen
gegeben:

S, ={gerade Zahlen} und S, = {alle ganzen Zahlen} (3.3)

Dann kann S; eindeutig auf S, abgebildet werden mit der Funktion

S, —S,

f(21) >i (34)

Es liegt eine bijektive Abbildung zwischen den beiden Mengen vor, so dass die Mengen von gleicher
Méchtigkeit (Kardinalitat) sind. Man kann den Begriff one-to-one-mapping verwenden, da jedes
Element der einen Menge genau einem Element der anderen Menge zugeordnet wird und umgekehrt.

Ein weiteres Beispiel sei mit folgenden Mengen gegeben:

S, ={ganze, positive Zahlen} und S, ={ganze, negative Zahlen} (3.5)
Auch hier liegt eine eindeutige Abbildung von S, auf S, vor:
S S
N (3.6)
f@i)—>—i

Folglich sind S; und S, gleichmachtig, was noch einmal durch eine grafische Diagonalisierung
verdeutlicht werden kann.
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Abbildung 1 - Grafische Zuordnung von Mengenelementen

Zur Motivation ist anzumerken, dass die detaillierte Beschreibung dieses Themas als sinnvoll zu
erachten ist, da viele Beweise der kommenden Waochen in ihrer Basis auf diesem Vorgehen basieren
und die Begriffe so zu den Essentials der Veranstaltung gehoren.

3.1.3 Abzahlbarkeit rationaler Zahlen

Ein Beispiel fur einen Beweis der Abz&hlbarkeit einer Menge ist die Abzéahlbarkeit der rationalen
Zahlen. Die rationalen Zahlen ist die Menge der Bruchzahlen, die Vereinigung einer Z&hlermenge A
und einer Nennermenge B mit A und B gleich Menge der ganzen Zahlen [ .

p=% mit a,b e (] 3.7)

Dies 1aRt sich leicht mit einer einfachen Darstellung und der aus der Mathematik bekannten
GesetzmalRigkeit beweisen, dass die Vereinigung abzéhlbar vieler abzéhlbarer Mengen (wie die der
ganzen Zahlen) wieder eine abzéhlbare Menge ist.

Jedes Element der Z&hlermenge besitzt eine abz&hlbare Menge von Elementen im Nenner, die Menge
der ganzen Zahlen eben. Ebenso gibt es eine abz&hlbare Menge von Zahlerelementen, so dass man
folgendes unendliches Schema anwenden kann, wobei die Pfeile eine lineare Numerierung bedeuten,
beginnend mit der linken oberen Ecke. Folglich ist die Menge der rationalen Zahlen abzé&hlbar
unendlich.

(11 —=(1.2)  (13)=(14) (15)
(2.1) /(2.2)/ (2.3) /(2.4)/(2.5)
(34.’1)/ ES.EJ'/ES.S)/ (34) (3.9
(4,1)/(4,2)/(4,3) (4.4)
(5T1}|/(5.2)

Abbildung 2 - Quadratisch unendliches Schema der Bruchzahlen
Formal Iai3t sich eine Zeile des Schemas folgendermalien ausdriicken:
P, = {% kel \{0}} fiir z e’ (3.8)

Da alle P, abzahlbar sind, ist auch die Vereinigung abzéhlbar vieler solcher Mengen abzahlbar und
damit die Menge der rationalen Zahlen abzahlbar:
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0= U pz (39)

zell

3.1.4 Uberabzahlbarkeit reeller Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen ist die Menge der Dezimalzahlen mit endlichen und unendlicher
Periode. Man kann die Zahlen im Bereich ]0,1[ in einem Schema anordnen und dann eine Cantorsches
Diagonalverfahren genannte Methode anwenden. Ist bereits dieses Intervall nicht abzéhlbar, so ist die
gesamte Menge der reellen Zahlen Uberabzéhlbar.

Nehmen wir zunéchst an, das Intervall sei abzahlbar und es existiere dementsprechend eine surjektive
Abbildung f:N — ]0,1[ . Sei X, eine Zahl aus diesem Intervall, die sich aus Stellen aj,a,as,...

zusammensetzt:

X = O'alla12a13"'
X, =0,8,8,,8,;...

(3.10)
X3 =O,a31a32a33...
Sei nun ¢ eine weitere Zahl aus dem Intervall mit
c=0,c,C,C,... (3.11)

wobei sich ¢; folgendermalien zusammensetzt, also Stellen aus X, neu zusammensetzt (diagonal im
Schema wegen a;;):

S5fura; #5

C = 3.12
' {4fUra“=5 (3.12)

Somit ist gewdhrleistet, dass ¢; niemals gleich a;; ist und mindestens in einer Stelle verschieden. Damit
ist c ungleich jedem beliebigen x,. Wenn das Intervall abzahlbar ist, mufte ein x; mit x; = ¢ existieren.
Das ist jedoch ein Widerspruch und somit ist das Intervall der nicht abzahlbar. Daraus folgt, dass die
reellen Zahlen ebenfalls nicht abzahlbar, sondern iberabzahlbar sind.

Wiirde man diesen Beweis auf die Menge der rationalen Zahlen anwenden, kénnte man leicht den
Fehler machen und tibersehen, dass es sich bei x, um Dezimalzahlen mit unendlicher Periode handelt.
So ist bei den rationalen Zahlen das ¢ ebenfalls ungleich jedem beliebigen x,. Allerdings ist ¢ zugleich
auch nicht mehr Element der rationalen Zahlen (sondern der reellen). Die Bedingung der
Abgeschlossenheit ist damit nicht mehr erfillt und somit nichts tber die Abz&hlbarkeit der Menge der
rationalen Zahlen ausgesagt.

3.2 Transitive und reflexive Hille

3.2.1 Definition
Das Relationenprodukt zweier Relationen R und S wird folgendermalien definiert:
RS =RoS ={(x,y)|3z mit xRz A zSy} (3.13)

Dabei wird gewissermalien die Transitivitat Uber zwei Relationen hinweg ausgedriickt. Insbesondere
heil3t eine Relation transitiv, wenn das Relationenprodukt mit sich selbst wieder Teilmenge der
Relation ist:

RoRcR (3.14)
RoR={(x,y)|3z mit xRz A zRy} (3.15)

Bestimmt man dieses Relationenprodukt unendlich oft und vereinigt anschlieRend die
Relationenprodukte, so erhalt man den transitiven Abschluf (auch transitive Hille genannt):
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R" =tra(R) = JR"=RUR°oRURoRoRUR"UR®... (3.16)

nx1
Fiir R definiert man die identische, reflexive Abbildung auf der Menge A:
R*={(x,x)|xe A} (3.17)

Die Vereinigung von transitiver Hulle und der identischen Abbildung RO wird reflexive Hiille
genannt:

R"=R"UR’=[ JR"=R°UR'UR* UR*UR"... (3.18)
n>0

Ein interessanter Anwendungsfall der transitiven Hille in Verbindung mit einer Relationenmatrix ist
das Wege-Problem, bei dem die kiirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten tiber andere Punkte
hinweg gesucht (traveling salesman problem)

3.2.2 Beispiele
Sei R eine Relation mit

R={(12),(2,2),(2,3)} (3.19)
auf der Menge A mit

A={123} (3.20)
Dann ergibt sich die transitive Hiille R* von R folgendermafen

R*={(L2),(L3),(2.2).(2.3)} (3.21)
und die relfexive Hille R* entsprechend

R ={(11),(12).13).(2.2).(2.3).(3,3)} (3.22)
3.3 Endliche Automaten (FSM, DFA)

3.3.1 Veranschaulichung und Darstellung

Ein Automat kann als eine Blackbox, beispielsweise als Modell eines elektrischen Schaltwerks
betrachtet werden. Fittert man den Automaten mit einer Eingabe, kann er diese akzeptieren oder nicht
akzeptieren. Damit lassen sich Eingaben in die Gruppe der erkannten und die Gruppe der nicht
erkannten Worter einordnen, wobei die Menge der erkannten Worter die Sprache ist, auf die der
Automat halt.

Mit Hilfe eines Automaten I&Rt sich also eine Sprache definieren, genau wie bei der Definition einer
Grammatik, nur dass bei der Grammatik die Worter der Sprache gewissermal3en als Produkt entstehen,
wéhrend der Automat die Eingabewdrter auf ihre Zugehdrigkeit zu der betrachteten Sprache prift.

Wie beschrieben, erkennt ein Automat eine Sprache L < %" . Das lauft so ab, dass der Automat ein
beliebigen Wort x;x,...x, als Eingabe erhalt und Zeichen fiir Zeichen gemal Ubergangsfunktion
abarbeitet. Er wechselt dabei so lange den Zustand, bis das letzte Eingabezeichen erreicht ist. Befindet
sich der Automat dann in einem Endzustand, dann gehort das Eingabewort zur Sprache L. Befindet er
sich in einem anderen Zustand, gehdrt das Wort nicht zur Sprache L.

Verdeutlicht wird das Prinzip durch eine bildhafte Darstellung wie folgt. Dabei liefit der Automat tber
einen Lesekopf die Eingabe vom Eingabeband und wechselt entsprechend der Ubergangsfunktion
zwischen den Zustanden. Tritt der Automat in einen Endzustand, so wird dies hier durch ein Signal
vermerkt.
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| |alalbla|b|blala]. ]

™ Lesekopf

Alusgabe bei
Endzustand

N\
endlicher Automat | (\

mit Zustanden 0

Abbildung 3 - Prinzip eines endlichen Automaten

Die Ubliche anschauliche Notation eines endlichen Automaten ist der Graph. Eine Kante verbindet
Knoten, die den Zustanden entsprechen. Fir jedes Zeichen des Eingabealphabets gibt es eine eigene
Kante, die vom jeweiligen Zustand zu einem Folgezustand fihrt.

3.3.2 Definition

Ein deterministischer endlicher Automat auch Finite State Maschine (FSM) oder Deterministic Finite
Automation (DFA) genannt, setzt sich aus funf charakteristischen Eigenschaften zusammen, so dass
ein solcher Automat ein 5-Tupel darstellt:

M =(Q,%,9,q,,F) (3.23)

Dabei bezeichnet Q die Menge der Zustande, = das Eingabealphabet, & die Ubergangsfunktion, g, den
Startzustand und F die Menge der Endzustande. Ausfiuhrlicher haben die 5 Elemente folgende
Funktionen:

e Qisteine endliche Menge von Zustanden (daher der Name!)
e Y isteine endliche Menge von Eingabesymbolen, das Eingabealphabet

e §:QxX—Qisteine Ubergangsfunktion (kartesisches Produkt von Zustand und Eingabesymbol),
die einem Zustand und Element des Eingabealphabets einen Folgezustand zuordnet

e (o ist der Startzustand des Automaten mit g, € Q
e Fist eine Menge von Endzustanden (akzeptierende Zustande) mit F < Q

Charakteristisch fur diesen Automatentyp (es gibt auch weitere wie wir spater sehen werden) ist, dass
jeder Kombination aus Zustand und Eingabesymbol ein eindeutiger Folgezustand zugeordnet wird.
Verschiedene Kombinationen kénnen jedoch auf den gleichen Folgezustand zeigen.

3.3.3 Erweiterung von 6:QxX—>Q auf 6 :QxX" —Q

Um Worter auf ihre Sprachzugehérigkeit zu prifen, ist es sinnvoll, als Eingabe fir eine
Ubergangsfunktion nicht nur einzelne Zeichen sondern ganze Worter zuzulassen. Diese neue
Ubergangsfunktion wird dann 8" genannt. Da sie auf dem freien Monoid X arbeitet, kann sie auch das
leere Wort verarbeiten. Prinzipiell handelt es sich bei 8" um eine rekursive Mehrfachausfiihrung des
einfachen &.

Es gelten folgende Axiome:

5°(g,e)=q (3.24)
5 (q,a)=0(q,a) VqeQ,vaey, (3.25)
5(9,8,8,,..,8,) =5(5 (9,a,8,,...,2,,),a,) (3.26)
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Zur Vereinfachung der Notation legt man fest, dass
50s (3.27)
Daraus folgt, dass die akzeptierte Sprache des Automaten M =(Q,X,5,q,,F) definiert ist als
T(M):={x|xeZ" A &(dy,X)eF| (3.28)

3.3.4 Beispiel eines endlichen Automaten

Ein Beispiel eines endlichen, deterministischen Automaten sei ein Automat, der eine Sprache erkennt,
die aus einer beliebig langen Folge von ab besteht:

T(M):={(ab)" |n>1} (3.29)

Mit Hilfe eines Induktionsbeweises, der ausfuhrlich am néchsten Vorlesungstag behandelt wird, kann
die Korrektheit des folgenden Graphen bewiesen werden:

Anfangszustand

Endzustand

ah

Abbildung 4 - Beispiel eines endlichen Automaten
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4 Vorlesung vom 18. April 2000

4.1 Beweis eines DFA (deterministischer endlicher Automat)
Bereits im letzten Protokoll wurde unser Beispielautomat vorgestellt. Er erkennt die folgende Sprache:
T(M):={(ab)"|n>1}c =’ (4.1)

Der Automat selbst ist in der folgenden Abbildung graphisch dargestellt:

Anfangszustand

Abbildung 5 - Beispiel eines endlichen Automaten

4.2 Vorgehensweise

Was haben wir nun zu tun, wenn wir beweisen wollen, dass der gezeigte endliche Automat wirklich
die Sprache T(M) akzeptiert? Wir miissen zeigen, dass der Automat wirklich nur fiir die Zeichenfolgen

im Endzustand g, e F = {q2} landet, die in der Sprachspezifikation (4.1) angegeben wurden.

Die allgemeine Vorgehensweise lautet fur einen solchen Beweis dann wie folgt:

1. Aufstellen von Induktionsbehauptungen fiir jeden Zustand des endlichen Automaten, also fiir
jedes g <Q . Die Induktionsbehauptungen haben die allgemeine Form

6(q0,x1,...,xn ) =0, < {Bedingung fir Erreichen des Zustandes} (4.2)

2. Beweis der Behauptungen per Induktion

3. Beweis der gewiinschten Spracheigenschaft durch folgende Aquivalenz. Mit ,,gewiinschter
Sprachspezifikation® ist eine Beschreibung von x,...x, in der Form gemeint, dass x,...x, die

gewdlnschte Sprache darstellen.

X,...X, € T(M) < {gewinschte Sprachspezifikation} (4.3)

Bei oberflachlicher Betrachtungsweise fragt man sich leicht, wieso es nicht reicht, die
Induktionsbehauptungen fiir die Endzusténde zu beweisen. Dies liegt daran, dass die Endzustande i. d.
R. nur ber andere Zustande erreicht werden kdnnen, deren Eigenschaften also auch bewiesen werden
mussen.

4.2.1 Beweis des Beispiels

Zu zeigen:

Wir haben zu zeigen: T(M) = {(ab)n In 21}

Wir stellen nun zunéchst die Induktionsbehauptungen gemaR (4.2) auf. Hierzu betrachten wir im

Transitionsdiagramm (Abbildung 5) jeden einzelnen Zustand und tberlegen uns, wann (fur welche
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Eingabefolgen) dieser Zustand erreicht werden kann. Diese Uberlegungen filhren uns zu den
folgenden Behauptungen:

4.2.2 Induktionsbehauptungen:

n-1

S5(0y, X, ...X,) =0, < nungerade AX...X, , :(ab)% AX, =2 (4.4)
S(Gys%,--.X,) =0, <> n gerade Axl...xn:(ab)g (4.5)
O0(Qys Xy ---X,) =03 & X,... X, L] "sonst" (4.6)
8(0ps Xy -+ %) # (4.7)

Als Erlauterung der Induktionsbehauptungen betrachten wir (4.4): Nach dem Transitionsdiagramm
kann g, nur dann erreicht werden, wenn — ausgehend vom Startzustand q, - eine ,,ab*-Folge mit

abschlieendem ,,a“ als Eingabezeichenkette vorliegt (z. B. ,,ababababa‘“). Die Anzahl der Zeichen ist
hierbei stets ungerade.

4.2.3 Induktionsverankerung:

Wir beweisen durch Induktion Uber die Lange der Eingabefolgen und wéhlen n=1 (also eine
Zeichenkette der Lange 1). Wir zeigen fir die einzelnen Induktionsbehauptungen deren Richtigkeit fiir
n=1:

0
zu (4.4) 5(9,%)=0 < x =a<x =(ab)za

(%)
zu (4.5) 5( 0y, %)
(%)

g, tritt nicht auf (siehe Erlauterung)

zu (4.6) 0(0y,%)=0, < % =b< x ="sonst"

zu (4.7) 5 (9, % ) #q, (siehe Erlauterung)

Hierzu folgende Erlauterungen: Die Aquivalenzen sind natiirlich dadurch zu zeigen, dass man die
Implikationen sowohl von links nach rechts (=) als auch von rechts nach links (<) begriinden muss.

Zum Falle von (4.5) ist zu sagen, dass zunachst (,,= *) der Fall, mit n=1 (nur einem Zeichen) g, nicht
zu erreichen ist. Damit ist die Pramisse falsch, die Implikation also wahr. Die andere Richtung (,,<"):
n ist ungerade, damit ist wiederum die Pramisse falsch und die Implikation wahr.

Zu (4.7): Nach dem Transitionsdiagramm wird q, bereits mit einem Eingabezeichen verlassen und
kann nie wieder erreicht werden.

4.2.4 Induktionsschritt (n—>n+1):

Wir nehmen hier eine Fallunterscheidung vor. Solche Fallunterscheidungen sind in
Induktionsbeweisen von endlichen Automaten haufig vorzunehmen. In unserem Falle bietet sich eine
Fallunterscheidung nach dem Kriterium ,,n gerade?* an, da dieses Kriterium in unseren
Induktionsbehauptungen eine Rolle spielt.

Fall 1: n+1 gerade, n ungerade
Zu (4.4):

Def. von &

5(q0’X1--~Xan+1)=q1 = 55(qO’Xl"'Xn)'Xn+l (4-8)
=Qo V2
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Wie ist das nun zu lesen? Um nach g, zu kommen, muss man nach dem Transitionsdiagramm im
vorletzten Schritt in g, oder g, gewesen sein.

Weil nun n+1>2 = n2>1gilt, kann kann Fall g, schon mal nicht vorkommen. g, kann nicht

vorkommen, weil n ungerade ist. Damit gilt die Pramisse von (4.4) nicht und die Implikation von links
nach rechts ist wahr. Liest man (4.4) von rechts nach links, dann gelten g, /g, ebenfalls nicht und

damit ist die Aquivalenz (4.4) insgesamt gezeigt.
Zu (4.5):

Def. von &

(s X XX )= = S| (U Xoo- Xy )1 X (4.9)
%K—J

=t
Wieder haben wir das Transitionsdiagramm betrachtet und sind diesmal nur auf g, als letzten
mdglichen Schritt gestolen.
Wir betrachten nun zundchst den Weg von links nach rechts in (4.5):

Def. von &
é‘((-;]O’Xl"'xnanrl):qz = 5 §(q0'xl"'xn)'xn+l
=t
v n-1
=X%...X,=(ab) 2 anx,, =b
n+l

= X... %, =(ab) 2

Natlrlich muss auch der Ruckweg gezeigt werden. Dies funktioniert aber analog:

n+l

nungerade AX,...X,,, =(ab)?2
= n+1gerade AX,...x,, =(ab) 2

= n+1gerade AX,...x,, =(ab)2 ab

+1

v
jﬁ(Q01X1-~-Xn)=q1AXn+1 =b
Def .5, IV

= 5(Ugs %Xy ) =02
Damit haben wir die Aquivalenz gezeigt.
Zu (4.6):
Hier ergibt sich:

Def. von &

S(Ups X XX ) =0y = S (U Xeea Xy )y Xpas (4.10)
%f_/

=GVt Va2 Vva;
Wie zuvor scheidet g, aus, da n>1 und g, scheidet aus, weil n ungerade ist.

., =" Wir wahlen zunachst den Schritt von links nach rechts:
1.1 (q1)
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(G % %) =
v n-1
=X%...X,=(ab) 2 anx,, =a

= Xp.. X X, [ sONst

1.2 (93)
§(q0’xl“'xn):q3
I:V>x1...xn [ "sonst” A (X,,; =&V X,., =b)

= ... X, X,,, L "sonst”

n*n+l

,» <" Jetzt beweisen wir den Riickweg und beachten zuvor die folgende Regel:

X, ... X,,; [l "sonst"

Aoy

= X;...X, [l =sonst v X,...X, []sonst

I1. 1 (not sonst)

X, ... X, [J —~sonst

n ungerade
\%

= X,...X,=(ab)

1

n—
2

X KXoyt
=sonst

= (0 XX, )= A Xy =2

= 6(0g, Xy Xy ) =8| 6(0g, Xy %, )@ | =G
%/—J

O
11.2 (sonst)
X, ... X, [] "sonst"”

\%
=6(0,%;... %, ) =03

Def &
Transitionsdiagr.

= 5( U XXy ) =5 (8(Ugr X%, )1 Xop ) =03

zu (4.7):
5 (s % .. Xy, ) =0 ist ein Widerspruch, da n+1> 2. Damit kann dieser Fall nicht vorkommen.

Fall 2: n+1 ungerade, n gerade
Dieser Fall ist ganz analog wie Fall 1 zu behandeln:
Zu (4.4):

Def &

§(q0’xl"‘xnxn+1):ql = 5 §(q0'xl"'xn)'xn+l
%,_/

Go V2

g, scheidet nach der Induktionsannahme aus, weil n>1 gilt.

Def &
< 5(Ggu Xy Xy ) =0y AXyyy =4

Y n
X% =(ab)2 Ax,, =a
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Zu (4.5):
Es gilt:

S(Ogr Xy XXy ) =0y =8| (g Xoe o Xy )1 X
—
= 6(0g, X, %, ) =0, AN gerade
Auch dieser Fall scheidet aus, weil n ungerade ist.
Zu (4.6):
Dieser Fall ist ahnlich wie beim Fall n ungerade zuvor
zu (4.7):
Ist genauso wie oben.

4.2.5 Beweis der Sprachaquivalenz

Wir missen nun noch mit Hilfe der aus dem Induktionsbeweis gewonnenen Erkenntnis, wann die
Endzusténde erreicht werden, zeigen, dass der endliche Automat aus Abbildung 5 tatsachlich T(M)
realisiert:

.., €T(M) < 8(0y,X...X,)eF
< 6(0g,%...X,)=F

Ind.—Beweis

S XX =(ab)2 AN gerade (4.11)
:>T(M):{(ab)"|n 21}
U
4.3 Nichtdeterministische Endliche Automaten (NFA)

Neben den deterministischen endlichen Automaten (DFA) existieren auch nichtdeterministische
endliche Automaten (NFA), die sich dadurch auszeichnen, dass bei einem Zustand bei demselben
Eingabesymbol keine, eine oder mehr Transitionen erlaubt sind.

Die nichtdeterministischen Automaten sind insbesondere ein nitzliches Konzept zum Beweis von
Satzen. Weiter wird sich zeigen, dass die NFAs aquivalent zu den DFAs sind. Insbesondere kann man
auch DFAs als einen Spezialfall der NFAs auffassen, ndmlich als einen, bei dem es je Zustand eine
einzige Transitions fiir jedes Symbol gibt.

Um zu bestimmen, ob eine bestimmte Zeichenkette w von einem DEA akzeptiert wird, geniigt es,
diesen einen Pfad zu priifen. Bei einem NFA kann es viele Pfade geben, die mit w markiert sind. Hier
mussen also alle Pfade tberprift werden.

4.3.1 Formale Definition
Definition (NFA):
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel M :(Q,Z,5, Qo> F) mit:

Q ist eine endliche Menge von Zustanden
ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen

1
2
3. (, €Q istder Anfangszustand
4

F < Q ist die Menge der Endzustéande (= akzeptierten Zustande)

5. 6:QxX— P(Q)=2° (Potenzmenge) ist die Ubergangsfunktion
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Wichtig hierbei ist, dass die Ergebnismenge der Ubergangsfunktion
5([ P Pyreeos pj],a) =[r,1,,.... f, | nun also die Potenzmenge von Q ist. liefert jetzt also immer

eine Menge von Zustanden. Dabei bedeutet &(q,a) die Menge aller Zustande p, fiir die es einen mit a

markierten Ubergang von q nach p gibt. 5(0,a)=D € P(Q) bedeutet, dass der Ubergang fiir (q,a)
undefiniert ist.

4.3.2 Erweiterung von des NFA

Die Funktion  kann folgendermassen auf eine Funktion * ausgedehnt werden.
Definition ( *):

(Erweiterung von 6:QxX — P(Q) auf 5 :QxX" = P(Q)):

1. 5 (g.e)={q}e2°

2. 5 (9,x)=5(q,x) VxeX

3. 5(ax.xX.)= U (px.)

pes” (0. %)
4. Konvention: 5" 0§
4.3.3 Die vom NFA erkannte Sprache
Definition (vom NFA erkannte Sprache):

Sei M =(Q,2,5,qoyF) ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA). Dann heif3t
T(M):= {x‘x eX A(0(apX)NF ;t@)} die von M erkannte Sprache.

Anmerkung: Diese Definition impliziert, dass es wenigstens einen Weg von Startzustand aus geben
muss, mit dem man tber das Wort x in einem Endzustand landet.

4.3.4 Beispiel eines NFA

Wir betrachten den NFA, der die Sprache L = {(ab)n In 21} v/ {(abb)n |n 21} akzeptiert:

d
._.‘_.4"-'-'_'_—____\___\_-_""\—\.,_\_““
T - F_‘:«.\ H:l“—____“
-~ \\l / e ., ) / _’__h__.‘-\
/ / " i
L e U N e A ¢ PN
kX / ) 4 RS .
hS — __::/, - ", xﬁ_-_--/ - ., . ::;—_____’ /f
* T T T
I‘(/ \\ b p - ‘\ b l( Y \I
I lllf "' )
L A s
, /f Y, \
H‘-——{ — g - —_—
e . - _-g/""-i

Abbildung 6 — Beispiel eines NFA
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Aus diesem Transitionsdiagramm kann man nun die folgenden Transitionen erkennen:

5(ao.€) = {0}

5(qo’a) = {ql’qS}

5(qo’ab) = {qZ’qA} (4.12)
5(9,.aba)={0q,}

J(dy,abb) ={as }

Um diese zu erhalten, geht man wie folgt vor (wir betrachten das Beispiel 5(q,,ab)— &(q,,aba)):

Betrachte die beiden Zustande g, und g, aus 5(q,,ab). Wohin gelangt man jeweils bei einer weiteren

Eingabe von ,,a“? Von ¢, aus gelangt man nach q; (also bilde die Menge {q:}), von g4 aus gelangt man
mit ,,a“ nirgendwohin (bilde die leere Menge {}). Dann vereinige die gefundenen Ergebnismengen. Es

ergibt sich die Menge {a.}. Also gilt: 5(q,,aba)={q,} .

Wir beweisen nun bei diesem NFA, dass er die Sprache L = {(ab)n |n 21} u{(abb)n |n 21} abbildet.
Wir verwenden hierbei Induktion.
Induktionsverankerung (n <= 2):
vn<2:6(0y, %...%, )NF =D
0, €6(0p,%...%,)
< X... X, =ab
Induktionsschritt:
Man beweise durch Induktion ¥n>3:
Uos X, --- Xy

-1

0, €6(dy, %...X, ) < nungerade AX,...X, —(ab)T

n

n-1

0y €5(Gp.X,-.. X, )< N=3m+1 AX...x, =(abb) 3 a

n-2

©n=3m+2 AX...x,=(abb) 3 ab

(

( )

0, €6(Uyr X% -.. X, ) < N gerade A X,...x, =(ab)§
( )

(G Xy--- %, )

U5 €5 (UpsXy-. %, ) = N=3M AX...X, =(abb)%

Diese Behauptung misste nun per Induktion formal bewiesen werden.

Gesamtbeweis

Zusammenfassend mit dem gelungenen Induktionsbeweis folgt also:
vnx=3:  X...X,€T(M)

Def.T

2= S(y XXy ) NF D

Def .F

N U €6 (Up XX, )V 05 €5 (g, X, X, ) (4.13)
e X, X, =(ab)g VXX = (abb)i

= T(M)={(ab)"|n>1} L{(abb)'[n>1}
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5 Vorlesung vom 20. April 2000

5.1 Uber die Aquivalenz von DFA und NFA*!

Da jeder DFA ein NFA ist, ist es klar?, dass die Klasse der Sprachen, welche ein NFA akzeptiert die
Sprachen enthélt, die von einem DFA akzeptiert werden. Es stellt sich jedoch heraus, dass auch nur
diese Sprachen von NFA akzeptiert werden. Der Beweis daftir baut darauf auf, dass gezeigt werden
kann, dass ein DFA einen NFA simulieren kann. (Fur jeden NFA kann ein equivalenter DFA
konstruiert werden.) Der DFA simuliert einen NFA indem die einzelnen Zusténde des DFA den
Mengen von Zustadnden des NFA entsprechen. Der so konstruierte DFA lberwacht all die Zustande,
die der NFA durch die selbe Eingabefolge erreichen (wie der DFA) kdnnte. Somit gelangt man zu dem
folgendem Theorem:

5.1.1 Theorem

Wenn L eine akzeptierte Sprache fir einen nichdeterministischen endlichen Automaten ist, dann
existiert ein deterministischer endlicher Automat, der auch L akzeptiert. In anderen Worten: Sei

L = X" eine Sprache, dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
1. L=T(M,) fireinen deterministischen endlichen Automaten M,

2. L=T(M,) fur einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,

5.1.2 Beweis des Buches

Sei M =(Q,%,5,q,, F) ein NFA, welcher die Sprache L akzeptiert. Ein DFA M'=(Q"%X,5'.q",,F")
sei dann wie folgt definiert: Die Zustande von M ' sind alle Teilmengen der Menge der Zustande von
M. Das heift: Q'=2°. M 'wird alle Zustinde behandeln, welche auch M behandeln kann. F'ist die

Menge, der Zustande von Q', welche einen Endzustand von M enthalten. Ein Element von Q 'wird
dargestellt, als [q,,q,,...,q; |, wobei @,,q,,...,0;aus Q stammen. Zu beachten ist, dass [¢,,d,.,..., ;]
ein einziger Zustand des DFA darstellt. Weiterhin ist g, =[d,].

Wir definieren nun:

5'=([q1,q2....,qi],a)=[pl,pz,...,pj] (5.1)
dann und nur dann, wenn:
52({q1'q2""'qi}’a):{p1’pZ""’pj} (5.2)

In anderen Worten, 6 'angewendet auf [ql,qz,...,qi] von Q'wird berechnet, durch anwenden von

o auf jeden Zustand von Q , welcher durch [ql, qz,...,qi] représentiert wird. Durch das Anwenden von
o aufalle g;,q,,...,q; und vereinigen der Ergebnisse, erhalten wir eine neue Menge von Zustanden,

Py, P,.---, P; - Diese neue Menge hat einen Vertreter [pl, Pyyeees pj] in Q' und dieser ist der Wert von

8'=([0, ... ].).

Es lasst sich nun durch Induktion tber die Lange eines Eingabestrings x zeigen, dass

5'(q'ovx)=[q1vq2’---in] (5.3)

1 vgl.: INTRODUCTION TO AUTOMATA THEORY, LANGUAGES AND COMPUTATION by John E.
HOPECROFT and Jeffrey D. ULLMAN pages 22f

% Ein DFA ist ein Spezialfall des NFA, bei dem es fiir jeden Zustand eine einzigartige
Ubergangsfunktion fiir jedes Symbol gibt.
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dann und nur dann gilt, wenn:

5( 0, X)={0, 0y, G} (5.4)
Induktionsverankerung:
Man sieht leicht, dass fur |x| =0die Behauptung gilt, da q', = [qo] und xgleich &sein muss.

Induktionsschritt:

Angenommen, die Behauptung ist wahr fiir Eingaben der Ldnge <m. Weiterhin sei xa eine Kette der
Lange m+1 mit ain X. Dann gilt:

5'=(q'y,xa)=5"(5"(a',.x).a) (5.5)
Aufgrund der Behauptung ist:

5('X) =] Py Py P | (5.6)
dann und nur dann wahr, wenn:

5(90,X)={py, Py1--- D | (5.7)
gilt. Doch mit der Definition von & gilt:

([ PesPpres by ) =[] (5.8)
dann und nur dann, wenn:

5({p1,pz,...,pj},a)z{rl,rz,...,rk} (5.9)
gilt. Somit ist:

5'(9'y,xa)=[r, 0.5 ] (5.10)
dann und nur dann, wenn:

5(0p,xa)={1, 0.1} (5.11)

und das unterstutzt die Behauptung. Um den Beweis zu vollenden, muss nur noch hinzugefiigt werden,
dass 5'(q'y,X) genau dann zu F'fihrt, wenn &(q,,x) einen Zustand von Q enthélt, der in F liegt.

Somitist L(M)=L(M")
Soweit der Beweis des Buches, in der Vorlesung haben wir den Beweis nur geringfligig anders gehort.

5.1.3 Beweis der Vorlesung

Zur Wiederholung hier noch einmal den zu beweisenden Satz: Sei L — X" eine Sprache, dann sind
folgende Aussagen gleichwertig:

1. L=T(M,) fir einen deterministischen endlichen Automaten M,
2. L=T(M,) fir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten M,

»Hinrichtung*:

Zuerst zeigen wir hier, mit einfachen Definitionen, aus 1 folgt 2. Gegeben sei ein DFA
M, = (Ql,z,ﬁl,qo(l), Fl) mit &, :Q, x% — Q, . Dieser Automat akzeptiert die Sprache L =T (M,) nach

Definition. Nun definieren wir uns dazu einen NFA M, =, (Ql,z,éz,qo(”,Fl) mit einer

Ubergangsfunktion &,:Q, x= — P(Q,) .
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Diese Ubergangsfunktion ist wie folgt definiert:
5,(0,0) =g {3, (0.0)} (5.12)

Aus dieser Definition folgt nun schon, dass M, ein nichtdeterministischer Automat ist. Der einzige

Unterschied zum DFA besteht darin, dass die Ubergangsfunktion so definiert ist, dass sie eine Menge
von Folgezusténden liefert. In unserem Fall sind dies jedoch alles einelementige Mengen.

Durch Induktion tber alle n>0kann man dies zeigen:

é‘2((101)(1”')(n)={p}<351(quX1”'Xn)= p

=
xeT(M,) < 5,(Gp,X)NF #0
< Jp: ,(9o,X) :{p} ch (5.13)
=S Jp: 5,(0.X)=peh
< xeT(M,)

:>T(M2):T(Ml): L

In diesem Beweis ist ausgenutzt worden, dass ein Wort nur dann von einem NFA erkannt wird, wenn
die Menge von {p} eine Teilmenge von F, ist. Dies bedeutet fur einen gleichwertigen DFA, dass

dieses p € F, sein muss, um akzeptiert zu werden. Dies war bei uns nach Definition der Fall.

Ruckrichtung:

Nun bleibt noch zu zeigen, dass der umgekehrte Fall gilt. Sprich, wir haben einen NFA gegeben und
wollen daraus einen DFA konstruieren. (Aus 2 folgt 1): Hier sei ein NFA M, = (QZ,Z,éz,qo(z), FZ) mit

einer Ubergangsfunktion &, : Q,xx X — P(Q,) gegeben. Auch dieser Automat soll nach Definition die
Sprache L=T(M,) akzeptieren.

Wir definieren nun einen DFA M, wie folgt:

M=o (P(Q:).Z.6{0 ) )

F = {A|AgQ2 A(ANF, ;t@)}:» FcP(Q,)
6,:P(Q)xZ—>P(Q,)

5 (Ac)=J6,(p.o).oceZ,AcP(Q,)

peA

(5.14)

Der so definierte Automat ist ein deterministischer endlicher Automat. Nun bleibt zu zeigen, dass
jeder Zustand, den der DFA erreicht, der Menge von Zustanden entspricht, die der NFA erreicht hatte:

5, ({qf’ 2 x) =5,(2.%) vxex’ (5.15)

Dies wird wieder durch Induktion tber die Lange der Eingaben bewiesen.

Induktionsbehauptung:
6 ({00} %) = 5, (% o, (5.16)
Induktionsverankerung (n=0):

51({%(2)} ,g) =6,(9,'?, &) Man sieht leicht, dass fiir leere Eingaben der Definition der & -Funktion

nach das selbe Ergebnis (das Bleiben im Startzustand g, erreicht wird.
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Induktionsschritt (n > n+1):

51 ({QO(Z)} P X Xan+1)

NN
_ 51(52(qO(Z),Xl...xn)'xnﬂ)
_ 5 ( D, Xn+l) (5.17)

pEﬁz(Qo(z) xxl“‘xn)

= 4, (qO(Z)’Xl'”XnXm-l)

Bei diesem Beweis haben wir folgendes Wissen angewendet. Da es ein DFA ist, nimmt man den
Zustand, der mit den ersten n Symbolen (Von diesen wissen wir aufgrund der Behauptung, dass flr
diese die Ubergangsfunktion &, gleichwertig mit &, ist.) erreicht hat und vereinigt diesen mit dem

Zustand, der durch das n+1. Symbol erreicht wird. Und die Vereinigung der Teilmengen der ersten
{1...n} Symbole zusammen mit dem Symbol x,,, ist gleichbedeutend mit der Ubergangsfunktion

0, angewendet auf die Symbole {1...n +1} . Nun ist noch zu zeigen, dass auch die selben Worter
akzeptiert werden.

vxer' xeT(M,) < 52(q0(2),x)mF2¢®
& 6, (qo(z) : x) eF
5.18
= 51<{q0(2)},x)eFl (5.18)
< xeT(M,)
:>L=T(|\/|2) = T(Ml)

Auch dieser Beweis ist wieder mittels der Definitionen von &, gefihrt worden.

Somit steht fest, dass es flr alle nichtdeterministischen endlichen Automaten M = (Q,Z,S,qo, F) ein

deterministischer endlicher Automat M ‘=(Q‘,2,5,Q'O, F ) existiert fir den die folgenden zwei
Aussagen gelten:

1. T(M)=T(M")
2. |Q<2¢

Die erste Aussage haben wir eben bewiesen. Die zweite Aussage folgt aus der Betrachtung der
mdglichen Potenzmenge. Hier der kurze Induktionsbeweis.

Induktionsbehauptung:

Firalle n>0 mit [S|=n gilt |P(S)[=[2°|=2".
Induktionsverankerung:

Far n=0 gilt P(S)={a}, [P(S)|=1=2".
Induktionsschritt (n —>n+1):

Bei der Betrachtung der Symbole {s,....,s,,s,., } steht folgendes fest. Die Anzahl der Teilmengen ohne

s, betragt 2". Die Anzahl der Teilmengen mit s, betrégt 2" . Zusammen gibt dies:
2" +2"=2.2"=2"" Damit ist die Behauptung gezeigt.
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5.1.4 Beispiel 1 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)

a

Abbildung 7 — ein nichtdeterministischer, endlicher Automat M

Dieser Automat akzeptiert offensichtlich die Sprache T (M ) = {(ab)n |n 21} U {(abb)n |n 21} :

Ein deterministischer endlicher Automat konnte so aussehen:

| a {q.}
aabQ/

Abbildung 8 - Der DFA, der zu' M aquivalent ist

In diesem Beispiel hat der DFA M ' 9 Zustinde, wahrend der NFA M 6 Zustande hatte. Und das
liegt noch einiges unter den maximal 2° méglichen Zustinden.
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5.1.5 Beispiel 2 (Konstruktion eines DFA aus einem NFA)

Hier nun ein etwas komplexeres Beispiel. Es soll ein NFA umgewandelt werden, der die Sprache
L, = {0,1}* {1} {0,1}3 akzeptiert. Ein solcher NFA kann so aussehen:

0 1 . 0.1 5 0.1 3 0,1 A

N

0,1
Abbildung 9: NFA zur Sprache L,

Einen DFA fiir die Sprache bildet dann:

0 {0,3,4}40’]5 exit von {0,3}
0
N > {0’2’3}< 0]
1 0,134} —=> exitvon {0,1,3}

{0} 1, {0.1} > {0,1,2}

\ 0 (0234} | 01 exitvon 10,23}
{0,1,2,3) <
0 1 70,1,2,3,4} 409;'» exit von {0,1,2,3}
0_ {024} 0.1, exitvon 10.2}%
0 , % ’

(0,20 = {0,1,3}

! [ S 0.1
0 (0,124} —=% exitvon {0,1,2}

{03} =|{0.1.4} exit von {0,1}

0

¥

{04}

Abbildung 10: der aus dem NFA erzeugte DFA fiir die Sprache L4

Bei diesem Beispiel bendtigt der NFA 5 Zustande, der DFA jedoch 16 Zusténde. Es stellt sich nun die
Frage, ob diese Konstruktion auch wirklich minimal ist.

5.2 Satz Uber die Minimierung von Zustanden

Fir alle n>1 gilt: Die Sprache L, ={0,1}" -{1}-{0,"" kann von einem nichtdeterministischen
Automaten mit (n +1) Zusténden akzeptiert werden. Dann folgt fiir jeden deterministischen
Automaten M =(Q,%,8,q,,F) mitder Sprache L, =T(M) =|Q|>2".

Beweis:

*

Sei L, ={0,1}"-{1}-{0,1"" gegeben. Weiterhin auch ein NFA M der diese Sprache akzeptiert, also
L, =T (M). Ein Graph dieses Automaten kann wie folgt aussehen:
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0,1

Abbildung 11: NFA fiir die Sprache Ln

Sei nun weiterhin M =(Q,X,5,q,, F) ein DFA, der die selbe Sprache akzeptiert, also L, =T (M).

Behauptung: Jedes Wort des mdglichen Eingabealphabetes (von 2" mdglichen Wortern) muss von
dem Automaten unterschieden werden kénnen.

VX, ye{0,1}": x#y = &(qy,X) % 5(dy, Y) (5.19)

Angenommen zwei gleichlange Worter aus {0,1}n , die unterschiedlich sind (d.h. sie unterscheiden
sich nach einigen gleichen Zeichen an einer Stelle, danach folgt ein Wort z) hatten dieselben
Nachfolgezustande.
xye{0l" Axz=y
= Xx=x 17z
y=y, 0 z (5.20)
%=1y
angenommen: &(dy,X)=35(0,,Y)

Dann werden entweder beide Worter akzeptiert, oder aber keines. In beiden Féllen macht der Automat
einen Fehler.

= S 1207 = 5(gx 0"
= 5(6(0:%).07 ) = 5(6(ay), 0" )
= 5(gpy 0") = 5(apy, z 07 (5.21)
= 4 12077eT(M) & y, 0207 eT(M)
n-l n-1
Der Widerspruch liegt darin, dass x, 1 z 0" Element der Sprache L, ist, y, 0 z 0" jedoch

nicht, trotzdem wird fiir beide Worter die selbe Entscheidung getroffen, folglich bendétigt man fir
unterschiedliche Eingabewdrter unterschiedliche Zustande. Die maximale Anzahl der Zustande

betrégt, wie schon vorher gezeigt 2".
x, 1z 0" el
y, 0z 0" Mg

] .22
=X ye{01} :x£y=5(0X)=5(0.Y) 2

o’

=2"=|Q>2"
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6 Vorlesung vom 25. April 2000

6.1 Nachtrag zur vorherigen Vorlesung

Gegeben ist die folgende (regulére) Sprache:
T(M)={(ab)"|n =1} {(abb)'[n>1| 6.1)

Korollar:

Es gibt fir jede dieser Sprachen einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten, welcher mit n+1
Zustédnden auskommt:

vn=>1:

INFAM=(Q,£,6,0,,F) mit L, =T(M)A|Q|=n+1 ©.2)

Es gibt fir jede dieser Sprachen einen deterministischen, endlichen Automaten, welcher mit weniger
als 2™ Zusténden auskommt:

vn=>1:

IDFAM=(Q.2,5,0,,F) mit L =T(M)alQ<2™ (6.3)

Jeder deterministische, endliche Automaten, der eine dieser Sprachen beschreibt, besitzt mindestens 2"
Zustande.

vn=>1:

VvV DFA M:(Q’Z’5IQO1F)3 L=T (M ):> |Q| > on (6.4)

n

Satz:

Es gibt flr jede dieser Sprachen einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten, welcher mit n
Zustanden auskommt:

vn=>1:

ANFAM=(Q2,6,0,,F) mit L =T(M)A|Q|=n (©.3)

Jeder deterministische, endliche Automaten, der eine dieser Sprachen beschreibt, besitzt mindestens 2"
Zustande.

vn=>1:

Vv DFAM=(Q%,5,,.F): L (6.6)

n=T(M):>|Q|22”

Beweis:

Der Beweis gestaltet sich umfangreich, deswegen wird an dieser Stelle darauf verzichtet.

6.2 Mathematischer Hintergrund

6.2.1 Erweiterung des Begriffes ,Aquivalenzrelation®

Man spricht von einer ,,Aquivalenzrelation®, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und symmetrisch
ist, und von einer Ordnung, wenn eine Relation reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Zum
Beispiel ist die normale Vergleichsoperation auf der Menge der reellen Zahlen (,,=) eine
Aguivalenzrelation, und die kleiner-gleich-Operation (,,<) eine Ordnung.

Unter dem ,,Index* einer Aquivalenzrelation versteht man die Maximalzahl paarweise verschiedener
Aquivalenzklassen.
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6.2.2 Rechts-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation R < S xS auf einer algebraischen Struktur (S,o) mit einer bindren
Verknupfung o:SxS — S heilt ,rechts-invariant”

ﬁny:VZeS:(on)R(yoz) (6.7)
eS eS

6.2.3 Links-Invarianz

Eine Aquivalenzrelation R < S xS auf einer algebraischen Struktur (S,o) mit einer bindren
Verknupfung o:SxS — S heil’t ,links-invariant

?XRyz‘VZES:(ZOX)R(Zoy) (6.8)
eS eS

6.2.4 Kongruenzrelation
Eine Aquivalenzrelation R < S xS auf einer algebraischen Struktur (S,o) mit einer bindren
Verknipfung o:SxS — S heifdt ,,Kongruenzrelation*:

R Kongruenzrelation <> xRy = Vw,zeS:(WoXoz)R(Weyez) e

€S eS (69)

< (R ist rechts-invariant) A (R ist links-invariant)

Eine Kongruenzrelation ist eine mit der Struktur vertragliche Aquivalenzrelation. Zum Beispiel ist auf
dem Kodrper der reellen Zahlen die Gleichheitsoperation (,,=") bezuiglich der Operationen
LAddition* (,,+*) und ,,Multiplikation* (,,-“) eine Kongruenzrelation:

a=b=vxyel :(x-a-y)=(x-b-y),(x+a+y)=(x+b+y) (6.10)

6.2.5 Quotientenmenge

Eine ,,Quotientenmenge” wird auf Basis einer Menge, und einer Kongruenzrelation definiert. Man
versteht dann unter der ,,Quotientenmenge* die Menge aller Aquivalenzklassen, welche (beziiglich der
gegebenen Kongruenzrelation) innerhalb der gegebenen Menge existieren.

Gegeben sei die algebraische Struktur <Z*,o> und die Kongruenzrelation ,,~*. Unter der
»,Quotientenmenge” von X" und ~ versteht man:

2/ ={[x] [xex’} (6.11)

6.2.6 Quotientenmonoid

Unter dem ,,Quotientenmonoid® versteht man die Zusammenfassung der Quotientenmenge mit einer
Operation auf dieser Menge. Die Abbildung f :X" — X*/. (der Elemente der urspringlichen Menge

auf die der Quotientenmenge) definiert man sinnvollerweise als einen Homomorphismus®. Die neue
Operation fur das Quotientenmonoid sei ,, o “.

Das ,,Quotientenmonoid* ergibt sich dann als:

<Z* /[,o> bzw. <{[X]J|X ez*},o> (6.12)

% Bei der homomorphen Eigenschaft handelt es sich nicht um eine zwangslaufige Konsequenz, oder
um eine durch das Monoid definierten Eigenschaft. Vielmehr wird der Homomorphismus (willkrlich)
gefordert, um die neue, algebraische Struktur als ,Ring“ zu erhalten
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Die Rechenregeln fur das Quotientenmonoid leiten sich direkt aus der homomorphen Eigenschaft der
Abbildung her:

[x]e[y]=[x°Y] (6.13)

[x]=[x]

[v]=[y]

U

xO x'

yoy’

U Kongruenz von 0
Xoyll X' oy

, , (6.14)
X oyl xoy

!

U Transitivitat von [
XoyO X oy
U
[xey]=[xey]
Man sieht an der obigen Herleitung, wie bedeutsam die Eigenschaften ,,Kongruenz* und
,, Transitivitat” der Kongruenzrelation ,,~ fur die Quotientenmenge sind.
Beispiel 1:
Gegeben sei die Menge der natlirlichen Zahlen O mit der Verknupfung ,,-“ (Multiplikation), und ein

Modul m. Zwei Zahlen gelten als dquivalent bezliglich ,,~“, wenn sie den gleichen Rest bei einer
Division durch m abwerfen:

a,bell
a~b<o amodm=bmodm

GemaR d_i_eser Definition ist z.B. bei m=5 die Zahl 11 dquivalent zu 31: 11~31. Es handelt sich bei ,,~*
um eine Aquivalenzrelation, da die Bedingungen Reflexitivitat, Transitivitdt und Symmetrie erfullt
sind (der Nachweis dieser Eigenschaften sollte keine Probleme bereiten).

(6.15)

Es handelt sich bei ,,~“ aber nicht nur um eine Aquivalenzrelation, sondern sogar um eine
Kongruenzrelation. Der Nachweis hierfir ist etwas aufwendiger:

Nach (6.9) gilt:

1 Kongruenzrelation eall b=vx,yel :(x-a-y)0(x-b-y)=

—_
ed e

<amodm=bmodm = Vx,yel :(x-a-y)modm=(x-b-y)modm

e e

Die abschlielende Implikation sollte nach kurzem Nachdenken fiir jedermann ersichtlicherweise
korrekt sein; ein Beweis an dieser Stelle ist nicht nétig.

Daher gelten gemal? (6.13) und (6.14) die folgenden Rechengesetze:

Ya,b el
amodmebmodm=a-bmodm
amodm =a'modm,bmodm =b"modm (6.16)

U

a-bmodm=a’-b'modm
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6.3 Reguléare Ausdricke

6.3.1 Kleenesche Hiille

Sei X eine endliche Menge von Symbolen und seien L, L; und L, Mengen von Zeichenketten aus *.
Die Konkatenation von L; und L, — geschrieben als L;L, — ist die

Menge {xy|x istaus L, undy ist aus LZ} . Die Zeichenketten in L;L, werden gebildet, indem man an

eine aus L; gewdhlte Zeichenkette eine Zeichenkette aus L, anhéngt und das in allen moglichen
Kombinationen. Wir definieren nun:

0_
L [;{e}
L'=LL™ vixl
Df
=L (Huille, Kleenesche Hiille) (6.17)
i=0
L= (positive Hillle)

Il
iN

L* bezeichnet also alle Worter, die durch die Konkatenation einer beliebigen Anzahl von Wértern
aus L entstehen.

Beispiel:
Sei L, ={10,1} und L, ={011,11}. Dannist L L, ={10011,1011,111} . Ebenso
gilt {10,11}" ={€,10,11,1010,1011,1110,1111,...}

6.3.2 Regulare Ausdriicke

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen lassen sich durch einfache Ausdriicke
beschreiben, die als ,,regulédre Ausdriicke” bezeichnet werden. Auf Grund dieser Aquivalenz werden
die Sprachen der endlichen Automaten auch ,,reguldre Mengen* genannt.

Oder umgekehrt: Reguldre Ausdricke bilden einen Formalismus zur Beschreibung formaler Sprachen.

Zwei regulare Ausdricke heiBen ,,aquivalent”, wenn sie die gleiche formale Sprache beschreiben (z.B.
[ab]*a und a[ba]*). Die Aquivalenz regularer Ausdriicke lasst sich lber algebraische Gesetze zeigen.

6.3.3 Regulare Ausdriicke vs. endliche Automaten
Satz:

Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

3. Listregulare Sprache/reguldre Menge

0

4, L ist die Vereinigung von einigen Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten Aquivalenzrelation
von endlichem Index.

0

5. Sei R_ eine Relation, die wie folgt definiert ist:
XR ye(vzer :xzeloyzel) (6.18)

Dann ist R, von endlichem Index.

Seite 35/ 141



Theoretische Informatik 2

Beweis:
1=2:

Wenn L eine reguldre Menge ist, dann existiert ein endlicher Automat (DFA/NFA), der exakt diese
Menge beschreibt:

L ist requlér < 3M :M =(Q,%,6,q,,F):L=T(M) (6.19)

Sei p eine Aquivalenzrelation, welche alle Worter aus *, die zu dem selben Zustand des Automaten
fiihren, in einer Aquivalenzklasse zusammenfasst:

x,yeZ*:Xpy<D:f>5(qo,x):5(q0,y) (6.20)
Die Aquivalenzrelation p ist rechts-invariant:

VX, Y,2€2:6(0y,X)=5(0p,Y)= (0, X2)=5(0y, ¥2) (6.21)
Dann lasst sich hieraus die Behauptung folgern:

index(0)<|Q| (6.22)

Wieso lasst sich diese Behauptung folgern? Nun, gehen wir von dem Gegenteil aus, ndmlich
dass index(0)>|Q|. Das wiirde bedeuten, dass es mehr Warter gibt, als es Zustande gibt, die aber

dennoch alle zu verschiedenen Zustanden flihren. Der Widerspruch dieser Annahme liegt auf der
Hand.

Damit I&sst sich die reguldre Menge L darstellen als Menge der Eingabewdrter, welche zu einem der
akzeptierenden Zustande des Automaten fuhrt. Jeder akzeptierende Zustand des Automaten kann
beziiglich der Aquivalenzrelation (definitionsgemaR) nur von einer Klasse von Eingabewdrtern
erreicht werden.

Die regulare Menge L kdnnen wir darstellen als Vereinigung aller akzeptierenden Zustande des
Automaten, und damit als Vereinigung einiger Aquivalenzklassen einer rechts-invarianten
Aquivalenzrelation von endlichem Index:

L= U [x], (6.23)
5(q,x)eF

2=3:

Im vorangegangenen Teil wurde die Aqqivalenzrelation p eingefihrt, diese benutzen wir weiterhin.
Dariiber hinaus definieren eine (zweite) Aquivalenzrelation R, wie folgt:

VX, yeX xRy &(vzer ixweloyrel)s 624
6.24
e (vzes':((xxelayzel)v(xzgLayzel))

Die Definition der Aquivalenzrelation R, ist etwas kompliziert. Textuell formuliert bedeutet (6.24),
dass alle jenen Worter aus X* in Relation stehen, die a) entweder beide in der Sprache enthalten sind,
oder beide nicht in der Sprache enthalten sind; und b) die Bedingung a) auch dann noch erftllen, wenn
ihnen ein beliebiges Wort ,,angehéngt wird*.

Die Definition dieser Aquivalenzrelation erinnert an die Zustandsminimierung via Implikationstafel.
Man bezeichnet dabei alle Zusténde als ,,dquivalent”, die bei den selben Eingabesymbolen in die
selben Nachfolgezustdnde, oder in dquivalente Nachfolgezustédnde lberfiihrt werden.

Behauptung:
VX, yeX X py=XxR_ Yy (6.25)
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Beweis zu (6.25):

Bei dem Beweis machen wir uns die Tatsache zunutze, dass die Aquivalenzrelation p rechts-invariant
ist:

VX,yeX :xpy=>VzeX ixzpyz

U

VX,yer ixpy=(Vzer ixzel < yzel)

U (6.26)
VX yel ixpy=(Vzer i(xelayzel)v(xzglayzel))

{ siehe oben

VX, yeX :xpy=xR_ Yy

Aus der Tatsache, dass jedes Paar von Eingabewdrtern aus =*, dass in der Aquivalenzrelation p
enthalten ist, automatisch auch in der Aquivalenzrelation R, enthalten ist, resultiert, dass die
Aquivalenzklasse eines beliebigen Eingabewortes beziiglich der Aquivalenzrelation p eine Teilmenge
der Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation R ist:

vxex :[x]p <[x] (6.27)

R

Daraus folgt, dass es beztglich der Aquivalenzrelat_i_on p mindestens so viele (disjunkte)
Aquivalenzklassen geben muss, wie bezuglich der Aquivalenzrelation Ry :

index (R_) <index( p)<"endlich" (6.28)
Daraus wiederum folgt, dass auch der Index der Aquivalenzrelation R, endlich sein muR:
index (R, ) ist endlich (6.29)

2=3:
Behauptung:
Die Aquivalenzrelation Ry ist rechts-invariant.
Beweis:
VX, y,W,zeZ I XR Y
{ Definition R,
(X eLeye L)
{ Determinismus des Automaten
(x(zw)eL e y(zw)el)
§ Assoziativitat der Konkatenation (6.30)
(xz)wel e (yz)wel)
)

VX,y,zeX :XR Yy xz R, yz
U

R, ist rechts-invariant
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6.4 Nerode Automat

6.4.1 Definition des Nerode Automaten

Mit dem bisher erlangten Wissen, ist es mdglich, einen minimalen Automaten zu erstellen, der eine
regulére Sprache reprasentiert. Dieser Automat heif3t ,,Nerode Automat*.

Zur Konstruktion des Nerode Automaten wird erneut die Aquivalenzrelation R, herangezogen, die wie
folgt definiert ist:

VX, yeX xRy @(VZeZ*:XZeL@ﬂeL)@ (6.31)
e(vzeri(xelayzel)v(xzglayzel)) '

Die Menge der unterschiedlichen Aquivalenzklassen, die durch R, definiert werden, wird im
Folgenden mit,,Qy“ bezeichnet:

Qu ={[x], [xex} (6.32)
Der Nerode Automat ist definiert als:

My = {QN 2,0y ,[e]RL Fy } (Nerode Automat) (6.33)
mit

Ry ={[x], IxeL] (6.34)

oy ([x].a) =[xa] (6.35)
Oy ist damit wohldefiniert.
6.4.2 Reprasentantenunabhangigkeit des Nerode Automaten:

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Ubergangsfunktion & wohldefiniert ist, d.h. ihre Definition
reprasentantenunabhangig ist. Dazu ist es nétig, zu zeigen, dass die Ubergangsfunktion fiir alle
Eingabeworter, die dquivalent sind, den selben Nachfolgezustand liefert.

Zu zeigen:

[x]e, =[Y]z, = 6y ([X]RL ,a)=5N ([y]RL ,a) (6.36)

Beweis:

xaR, ya

U (6.37)
[, =[val,

U

S ([X]RL ,a) =y ([y]RL ,a)

U

M, ist endlicher Automat
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6.4.3 Regularitat des Nerode Automaten:

Im Folgenden wird bewiesen, dass die Sprache, die der Nerode Automat erzeugt/definiert, eine
reguldre Sprache ist.

xeT(My)  <6,([e].x)eF,

o [x]e Ry

e xel (6.38)
=>T(My)=L=
= L ist regulér

6.4.4 Minimalitat des Nerode Automaten

Im Folgenden wird bewiesen, dass der Nerode Automat minimal ist, d.h. dass jeder endliche Automat,
der die selbe Sprache L definiert, mindestens genauso viele Zustdnde haben mull wie My.

Satz:
Der Nerode Automat ist minimal.
Beweis:

Der Beweis ist ein Widerspruchsbeweis. Es wird angenommen, dass sehr wohl ein Automat existiert,
der die selbe Sprache L definiert, der aber mit weniger Zustanden auskommt:

MM =(Q,%,6,q,,F) T(M)=L [Q|<|Q| (6.39)
Die Definition der Aquivalenzrelation p wird aus (6.20), (6.22) und (6.28) iibernommen:
x,yeZ*:Xpy<§f>6(q0,x)=5(q0,y) (6.40)
index (p) <|Q| (6.41)
index (R, ) <index( o) <"endlich" (6.42)

Weil die Menge Qy der Menge der Aquivalenzklassen entspricht, die durch die Aquivalenzrelation R,
definiert werden (siehe (6.32)), gilt:

|Qy|=index(R,) (6.43)
Aus (6.39), (6.41), (6.42) und (6.43) folgt:
index () <|Q| <|Qy |=index (R, )< index( p)
U
index(p) <index(p) (6.44)
U
Widerspruch
6.4.5 Eindeutigkeit des Nerode Automaten
Satz:

Sei M =(Q,X,8,0,,F) ein minimaler Automat fiir eine Sprache L mit T(M ) =L.
Sei M ={Qy 2,6y, Fy} der Nerode Automat fiir L mit T (M, )= L. Dann ist M isomorph
zu My. D.h. es existiert ein Isomorphismus

h:Q—>Q, mit h(s(g.a))=5,(h(q).a) (6.45)
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Beweis:
Weil sowohl M als auch My minimal sind, mussen sie tber die gleiche Anzahl an Zustéanden verftigen:

=l (6.46)

Sei h() so definiert, dass es jeden Zustand g aus der Menge der Zustande Q auf eine Aquivalenzklasse
beztglich der Aquivalenzrelation R, abbilde (wir erinnern uns: die Aquivalenzklassen beztglich der
Aquivalenzrelation R, liegen dem konstruierten Nerode Automaten zugrunde).:

h(q);[x]RL < 3x:16(0,,x)=q (6.47)
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7 Vorlesung vom 27. April 2000
7.1 Nerode Automat

7.1.1 Homomorphismus und Isomorphismus

Gegeben seien zwei Gruppen Sy und S; mit (S,,-) und (S,,°). Eine Abbildung h:S, — S, heilt
Homomorphismus, wenn fir alle x,y € S, gilt
h(x-y) =h(x)°h(y)
bzw. (7.0)
h(- (x,y))= (h(x),h(y))

Eine Illustration verdeutlicht das

h
8,] ¥ 81 82;{ 82
h
= =,

Abbildung 12 - Homomorphismus

Ist eine homomorphe Abbildung bijektiv, so wird sie isomorph genannt. Man sagt, die Struktur beider
Gruppen ist gleich, sie unterscheiden sich nur in den Bezeichnungen der Elemente.

7.1.2 Minimalitat und Eindeutigkeit des Nerode Automaten

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt wurde, dass der Nerode Automat minimal ist,
vergleichen wir ihn jetzt mit anderen minimalen Automaten. Dabei werden wir feststellen, dass alle
minimalen Automaten (DFA) einer Sprache L die gleiche "Verdrahtung" ihrer Zustande haben und
sich lediglich in der Bezeichnung der Zustande unterscheiden, sie also isomorph sind.

Sei L eine Sprache, die von einem minimalen Automaten M und dem Nerode Automaten My erkannt
wird

M =(Q.%,5,6,F) L=T(M) (7.2)
MN:(QN’Z’é‘N'qON'FN) L:T(MN) .
dann seien M und My wie oben beschrieben isomorph, d. h. es existiert ein Homomorphismus
h:Q—Q
\ (7.3)

h(5(a.a))=4, (n(a).a)

Das wird in folgendem Schaubild illustriert
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h
(:1,];{2,] ng 22
5,] 52
h
Q,] QE

Abbildung 13 - Homomorphismus zwischen Automat M und Nerode Automat

Es existiert eine Abbildung h, die alle Zustande von M in Zustande in My (Aquivalenzklassen)
uberfihrt. Formal ausgedriickt

h(q) =[xz, < 3I:6(0,x)=q (7.4)

Hier stellt sich die Frage, ob h eindeutig definiert ist. Alle Worter x und y, die den Automaten M in
den gleichen Zustand tberfuhren, missen auch My in die gleiche Aquivalenzklasse tberfiihren. Zu
Zeigen ist, dass x und y der gleichen Aquivalenzklasse von R, angehdren.

X,yeZ :6(dy,X)=q=5(dpY)

= (7.5)
[XIz, =1yl

Beweis:

Zum Beweis filhren wir eine neue Aquivalenzrelation ~ ein

X~y o XYyeX 15(0,X)=5(dy ) (7.6)

Uberfiihren zwei Worter x und y den Automaten in den gleichen Zustand, so sind sie dquivalent. Da
die Anzahl der Zustande der oben betrachteten Automaten minimal und gleich ist, gilt fir den Index
(die Anzahl der maximal paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen) der ~ Relation

index(~) <|Q| =|Qy| (7.7)
Weiterhin gelte
X, y € 2* : §(q0’x) = 5(q0’ y) =X~ y = XRLy = [X]RL = [y]RL (78)

Somit ist h als eindeutige Abbildung von Zustianden Q auf Aquivalenzklassen aus Qy definiert.
Koénnte es Zustande g in Automat M geben, fur die h(qg) nicht definiert ist?

3¢ € Q mit h(q) nicht definiert = —3x mit 5(g,,X)=q (7.9)

Wenn ein solcher Zustand existieren wiirde, dann gebe es kein Wort x, dass den Automaten in diesen
Zustand uberfiihrt und der Zustand somit Gberflissig. Damit wére M nicht mehr minimal und ein
Widerspruch l&ge vor. h ist fiir alle Zustdnde q aus Q definiert.

Surjektivitat von h
[X]€Qy,3qeQ mit 5(dy,x)=qAh(q)=x (7.10)
Injektivitat von h

Wenn q = p zwei verschiedene Zustande aus Q sind und [x] und [y] ihre Abbildungen in Qy, dann
gilt
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h(q):[x]RL mit 5(0,,X)=q
h(p)=[yls, Mit&(d,y)=p

Dann sind x und y nicht dquivalent zueinander (beziiglich der ~ Relation) und damit gilt Injektivitat
vonh (x~y=xR_y giltimmer).

(7.11)

Isomorphismus von h

Da h injektiv und surjektiv, ist die Abbildung bijektiv. h ist daher ein Isomorphismus. Fiir einen
Zustand q existiert ein x, dass den Automaten M in diesen Zustand Uberfihrt.

qeQ=3Ixmit5(q,,x)=q (7.12)
Sy (h(a).a)=4, (h(é(qo,x)),a)

=6 ([x],a)

=[xa]

=h(5(q0,xa)) (7.13)

= h(5(5(q0,x),a))

=h(5(a.a))
Die Herleitung zeigt, dass es egal ist, ob die Konkatenation von x und a zunéchst in der Urmenge (die
Zusténde von Q) stattfindet und dann nach Qy abgebildet wird oder umgekehrt.

Damit ist h isomorph und als Korollar kann festgestellt werden, dass alle minimalen Automaten
(DFA) isomorph sind. Anders ausgedriickt sind alle minimalen Automaten bis auf Isomorphien
eindeutig bestimmt. Die Verdrahtung der Zusténde ist gleich, lediglich die Zustandsbezeichnung kann
variieren.

7.2 Minimierung von endlichen Automaten

7.2.1 Rekursion der k Relationen

Endliche Automaten kénnen sich in einem nicht minimalen Zustanden befinden. Mit einiger Logik
und Transformation lassen sie sich in minimale Automaten (berfiihren, die isomorph zum Nerode
Automaten sind (wenn es sich denn um DFAs handelt - bei NFAs ist die Anzahl der nicht isomorphen
minimalen Automaten u. U. beliebig groR).

Fur die Minimierung - auch Zustandsreduktion genannt - fiihren wir zunédchst eine neue
Aquivalenzrelation k zwischen zwei Zusténden g und g' ein. Zusténde sind beziiglich k &dquivalent,
wenn sie Worter x, deren Léange kleiner gleich k ist, in einen Endzustand Uberfiihren oder beide
Zusténde die Worter nicht in einen Endzustand tberfuhren.

Der Betrachtung zugrunde liegt ein endlicher Automat M = (Q,Z,&,qo, F) mit q und g’ Zusténden aus

Q. Dann seien folgende Aquivalenzrelationen definiert

k
q~q' < (vxex’,

X<k:5(q,x)eF < 5(q,x)eF) (7.14)
q~q < (vxex', 5(a.x)eF < 5(q,x)eF)

Scheinbar besteht zwischen der auf eine Wortldnge k beschrankten und der allgemeinen ~ Relation ein
Zusammenhang. Daher behaupten wir

Behauptung:

k

q~q’©qk:1q’/\(Vaez, 5(q,a)k:1§(q',a)j (7.15)
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Beweis:

Die genau-dann-wenn Beziehung der obigen Behauptung beweisen wir in beide Richtungen. Wenn die
k Relation gilt, dann muf§ auch die k-1 Relation gelten, da die k Relation alle Worter enthélt, die auch
in k-1 enthalten sind.

Seien ein Wort z e X" mit |z| <k —1 und ein Zeichen a e X beliebig gewéhlt, dann gilt

5(5(a.a),z)eF < 5(g,az) e F < 5(q,az)eF < 5(5(q'a),z)eF (7.16)
und die Zustande q und q' gehéren zur k-1 Relation

k-1

5(g,a)~45(q',a) (7.17)

Damit ist gezeigt
k , k-1 ,
d~g=q~q (7.18)

Gilt bereits die k-1 Relation, so zeigen wir, dass die Behauptung in der anderen Richtung gilt. Fir
vzeX' mit|z]=k gilt

5(q,2)eF < 8(q,2)eF (7.19)

Sei zeX' mit |z]=k und z=aw mitae A|w|=k—1. Dann Iat sich zeigen

5(a.a)~ 5(da)
( (4(a.a), )€F<=>5(5(q’,a),w)e|:)

(7.20)
:>( (g,aw)=5(q,z)e F < §(q,aw)=5(q',2) € F)
k
=0q~q
Somit gilt die Behauptung auch in der anderen Richtung
k k-1
9~q'<=q-~¢ (7.21)

7.2.2 Verfeinerung von Aquivalenzrelationen

Zwischen Aquivalenzrelationen lassen sich Beziehungen ausdriicken, d. h. sie kénnen kongruent oder
verschieden sein. Nehmen wir die beiden Aquivalenzrelationen p; und p, die auf der Menge S liegen.
Sind die p; und p, kongruent, dann

pr=p, < VX, Ay, :[x], =Iyl,,

(7.22)
VX, Yy €S Xp Yy < Xp,Y
Andernfalls ist eine Relation kleiner oder echt kleiner als die andere. Man spricht von Verfeinerung

PLE Py = (XY = Xp,Y)

(7.23)
P<p e (pSpAp Z p,)
7.2.3 Anwendung auf k Relation zur Zustandsreduktion

Betrachtet man die k Relationen, dann enthélt die k Relation hichstens gleich viele Zustande wie die
k-1 Relation. k ist daher eine Verfeinerung von k-1

~<~ (7.24)

Wir behaupten zudem
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k k+1 k k+s

~=~=~=~ Vs>0 (7.25)

Beweis:

Die Behauptung kann man durch Induktion beweisen. Fir s = 0 ist die Aussage Kklar, da es sich um
dieselbe Relation k handelt. Fur alle weiteren nehmen wir an, dass

k k+s

~=~ (7.26)
bereits gelte. Dann kann man auf k+s+1 gehen
k+s+1 k+s k+s
q-~qg<eq- q'A(Van:é(q,a) ~ 5(q',a))
k+1 k k
qg~q < q~q’A(Van:é(q,a)~§(q',a)j
k+2 k+1 k+1
q~q’c»q~qM(Van:é(q,a%é(q’,a)) (7.27)
k
<q~q
Korollar:
Der Index der k-1 Relation ist kleiner als der der k Relation
k-1 k
Index(~) < Index(~) (7.28)
Damit haben wir als Ausgangspunkt fiir weitere Betrachtungen folgende Aussagen zusammengestellt
k k-1
~< ~ (7.29)
k k-1
Index(~) > Index(~) (7.30)
k k+1 k k+s
~=~=Vs20i~=~ (7.31)
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8 Vorlesung vom 2. Mai 2000
8.1 Minimierung mittels Nerode Automaten

8.1.1 Satz uber die Gleichwertigkeit von Relationen

Sei M =(Q,z,5,qo, F) ein endlicher deterministischer Automat mit der Méchtigkeit |Q| =n. Dann
n-1

gilt: g~9'<q~q'.

Der Beweis der ,,Hinrichtung®. ist trivial und folgt auch schon aus dem Satz der letzten Vorlesung. Die

»Ruckrichtung® ist da schon komplizierter. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen die beiden
Relationen wahren nicht identisch:

n-1

n-1
d~9'AQq+q =~# ~ (8.1)

n n
Grundsatzlich gilt, dass ~ eine Verfeinerung von ~ ist. Damit muss ~ eine echte Verfeinerung von
n-1 n-1
~ sein, denn sonst wére ja ~= ~ , was ein Widerspruch zur Annahme ware.

0 1 2 n-1 n
Durch eine Betrachtung der Anzahl der Klassen der Zustdnde (~>~>~2>...> ~ >~ erkennt man
schnell, dass es mindestens eine Klasse von Zustdnden geben muss, und zwar die der akzeptierenden

n n-1

Zustande. Da weiterhin gilt, dass ~ eine echte Verfeinerung von ~ ist, sind alle anderen Relationen
0 1 2 n-1 n

echte Verfeinerungen (also gilt ~>~>~>...> ~ > ~). Die Anzahl der Klassen wachst durch jeden

Index um eins. Fiihrt man diesen Gedankengang fort und beachtet, dass es alles echte Verfeinerungen
n

sind, so gelangt man fir den Index( ) zu dem Schluss, dass dieser mindestens n+1 Klassen

enthalten muss.

1< Index(gj < Index(ij < Index(ij <...< Index(nj) < Index(ij

) (8.2)
= Index(~j >n+1

Dies ist allerdings ein Widerspruch, da es hdchstens n (mit n= |Q| ) Aquivalenzklassen auftreten
kdnnen.

8.1.2 Konstruktion eines minimalen Automaten

Sei nun ~ weiterhin wie bisher definiert. Dann gibt es zu dem endlichen Automaten

M =(Q,%,6,q,,F) einen aquivalenten minimalen Automaten M '=(Q‘,2,5‘,[q0]~ F ) . Dabei ist:
Q"= {[] [a€Q}
F'=o {[f].|f eF} (8.3)
5'([a].a)=o [6(a.)].

Dieser Automat wird wie folgt konstruiert, als Zustande nehme man die Aquivalenzklassen der
Zusténde. Als akzeptierte Zustande gelten die Aquivalenzklassen der Tilderelation von F.

Damit ist M ‘=(Q',2,§',[qo]~,F‘) ein minimaler Automat mit T(M)=T(M").

Aber ist dieser Automat auch wirklich minimal, oder nur ein reduzierter Automat? Gezeigt wird dies
durch den folgenden Beweis:
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o' istmit:
vxex :5'([a].x)=[5(a.X)] (8.4)
wohldefiniert, aus folgendem Grund: Wenn q und q' in der selben Aquivalenzklasse liegen und die
Relation definiert sind, dann ist auch 5°([q],a) mit &°([q],a) in Relation.
Mit der Definition von F'gilt dann:
xeT(M) < (dx)eF <[5(dpx)]eF
& 5'([0] . x)eF! (8.5)
o xeT(MY)

Somit akzeptieren also beide Automaten die selbe Sprache. Die Frage ist nun, ob dieser Automat auch
minimal ist.

Zuerst definieren wir die p Relation als:

X p Yo 5'([qo]’x)=5'([qo]’Y) (8.6)

Weiterhin wissen wir (iber diesen Automaten, dass der Index(p) = |Q| , da jeder Zustand erreichbar
ist. Somit wissen wir, dass die p Relation die Nerode-Automat Relation R, verfeinert:

X py=x R vy (8.7)

Gilt nun auch, die Umkehrung? Folgtaus x o y<x R_ y? Der Beweis erfolgt durch
Kontraposition.

X p y=x Ry (8.8)

Die Klassen kdnnen nicht gleich sein, da es die Elemente nicht in der ~ Relation gibt. Es gibt daher ein
Element z, so dass:

X p y=[8(dx)]=5"([a].x)=5"([d].¥)=[5(00Y)]
=3 z:(5(0y,x2) e F AS(y,y2) 2 F) v (5(0y,x2) & F AS(0y,y2) € F) (8.9)
=x R vy

Die beiden Relationen sind also gleichwertig: x o y< x R, y.Und die Minimalzahl der
Zustande ist: |Q'| =index( o) =index(R_) Und damit ist gezeigt, dass der Automat M ' minimal ist.

8.2 ,Praktische” Minimierung von deterministischen endlichen Automaten

Nachdem wir wissen, dass die Bestimmung der Aquivalenzklassen g~ q" definiert ist
fur:vxeX : 5(q,x)e F < 5(q',x)e F . Eine Konstruktion, die den (bis auf Isomorphie) eindeutig

bestimmten minimalen endlichen Automaten (M '=(Q",X,8,q,,F) mit Q'= {[q]~ lge Q}) liefert
benétigt die folgende Eigenschaft:

qiq'<:>qk~lq'/\KVan: 5(q,a)k~15(q',a)j (8.10)

8.2.1 Der ,Algorithmus*

Sei M =(Q,X,8,0,,F) ein endlicher Automat. Dann gelangt man durch die folgenden Schritte zu
dem minimalen Automaten:
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1. Man beseitige alle nicht-erreichbaren Zustande, d.h. alle Zustande q, fur die gilt
g¢ {5(q0,x)‘x € Z*} . (Es stellt sich natrlich die Frage, in wie weit dieses Problem algorithmisch

l6sbar ist. Ein moglicher Algorithmus konnte alle durch Worter der Lange n erreichbaren
Zustande betrachten. Damit kommt man durch alle erreichbaren Zustande.)

0 )
2. ~hat maximal zwei Aquivalenzklassen. Zum einen die akzeptierenden Zustdnde und dann noch
die nicht akzeptierenden Zustande: {qjqeQ—F}., {ajgeF}.

.- k
3. Angenommen, man hat die Aquivalenzklassen der Relation ~ fir (k > 0), dann bestimmt man

k+1
die Klassen der Relation ~ wie folgt:

Zunéchst wird nun die folgende Tabelle aufgestellt:

a a, ... a Lo Ay

Uy
0

“q‘ [S(qi,aj )J*

o1

k+1
Alle Felder (qi,aj) erhalten also als Eintrag [5(qi,aj )]E . Nun formt man die Klassen von ~ ,

k
indem man alle Zustande, die bereits bei ~ in einer Klasse waren und die in obiger Liste gleiche
k+1
»Zeilen* haben in jeweils eine Klasse der Relation ~ schreibt.

k k+1
4. Wenn nun ~ dquivalent zu ~ ist (was, wie schon gezeigt, spatestens bei k =n—1eintreten
k
muss), dann bricht das Verfahren ab. Wir bilden dann die ~ Relation durch Setzen, von ~=~.

5. Der minimale Automat M '= (Q',Z,&',[qo]~ F ) wird letztlich wie oben schon beschrieben
konstruiert:

Q'
=

{la] [a=Q
={{a] Ja<F} 611
5'([a]..a)=[s(a.a)].

8.2.2 Beispiel

Wir betrachten einen Automaten M =(Q,X,4,0,,F) , welcher die Sprache T (M ) ={ab,ba}’

akzeptieren soll. Ein Automat, der dies l6st ist in folgender Grafik aufgelistet. Dabei ist zu beachten,
dass der Zustand 7 nicht erreicht werden kann.
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Abbildung 14: Beispiel eines nicht minimalen Automaten

Durch das Anwenden des oben beschriebenen Algorithmus gelangt man schnell zu folgender Tabelle:

0. [2,3,6] Fehler! Es ist nicht moglich,
' durch die Bearbeitung von
Feldfunktionen Objekte zu
erstellen.

4. [2,36] 2,3,6]0
5. [2.3,6] 2,3,6]c
6. [236] 2,3,6]:

1
Folglich sind die Klassen von ~:

[L4.5].[2].[3].[€]
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~: a b
A [3]:
2. [6]: [1,4,5]:
3. [14,5]: [6]:
4. [2]: [3]:
5 [2]: [3]:
6. [6]: [6]:

2
Folglich sind die Klassen von ~:

[L.4.5].[2].[3].[€]

1 2
An dieser Stelle sind wir dann auch schon fertig, da wir sehen, dass die Klassen ~ und ~ schon

aquivalent sind, somit ist die ~ Relation definiert durch:

- (8.12)

Es bleibt nur noch den endgiiltigen Automaten M '=(Q‘,Z,5‘,[q0]~ F ) aufzustellen. Dieser sieht
dann, so aus, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

¥

3] [6]. ab

Abbildung 15 der minimierte Automat M’
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9 Vorlesung vom 04. Mai 2000
AbschluB3eigenschaften reguléarer Mengen

9.1 Motivation

Viele Operationen auf reguldren Mengen erhalten die Eigenschaft der Regularitat. Dies bedeutet, daf}
die Operationen angewandt auf den reguldren Mengen wieder zu einer reguldren Menge fihrt.

Mit Hilfe dieser als Abgeschlossenheit bezeichneten Eigenschaften kann man also aus gegebenen
regularen Mengen wieder neue Mengen schaffen, die von endlichen Automaten akzeptiert werden.

Man kann die AbschluReigenschaften auch dazu verwenden, um zu zeigen, dass eine bestimmte
gegebene Sprache regulér (bzw. nicht regular) ist, indem man tber die AbschluReigenschaften auf
bereits bekannte Sprachen zurtickgeht.

9.2 Sammlung von AbschlufReigenschaften

Es gelten die folgenden AbschluReigenschaften regulérer Mengen:

(9.1) Vereinigung: L,L, eREG =L UL, eREG
L, L, e REG =L, oL, eREG

(9.2) Konkatenation:
Lol :{XY|X€ L.ye Lz}

(9.3) Kleenesche Hiille: L eREG = L' eREG, L' =L
i=0
(9.4) Komplement: Lo, LeREG =3 -LeREG
(9.5) Schnitt: L,,L, € REG — L nL, eREG
(9.6) Homomorphishmus: L, c¥;,L, e REG,h:3] >3, = h(L)eREG
L c3,,L, eREG,h:Z >3] =h™(L,)eREG

h
(9.7) inv. Homomorphism.: L ( .
h(L,)={x|xex},h(x)e L,

9.2.1 Beweise Vereinigung, Konkatenation, Kleenesche Hiille

Zu (9.1), (9.2) und (9.3) findet man die entsprechenden Beweise im Beweis (iber die Aquivalenz von
reguldren Ausdriicken und einem NFA mit e-Bewegungen.

9.2.2 Komplementbildung (9.4)
Zu Zeigen: Lc X", LeREG =3 —LeREG
Beweis:

Sei M =(Q,Z,8,0,,F) ein DFA mit L=T(M). Dann definieren wir einen DFA M* wie folgt:

M"=(Q,%,6,0,,Q—F) (9.8)
Es zeigt sich nun folgendes:

Fehler! Es ist nicht méglich, durch die Bearbeitung von Feldfunktionen Objekte zu
erstellen.  (9.9)

Also: T(M')=%"-T(M)=%"-L
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9.2.3 Schnitt (9.5)
Zu zeigen: L,L, eREG =L NL, eREG

Beweis:

Dies zeigt man sehr schnell tiber die Regeln von deMorgan. Es gilt namlich L N L, =EuL_2 und mit

der Abgeschlossenheit unter Komplement- und Vereinigungsbildung folgt automatisch die
Abgeschlossenheit unter Schnittbildung.

9.2.4 Substitution
Definition:

Eine Substitution f ist eine Abbildung f := — L,L < A" mit A ein Alphabet . F assoziiert also mit
jedem Symbol aus X eine Sprache. Wir erweitern f auf Zeichenketten:

1. f(e)=¢
2. f(xa)="f(x)f(a)
Beispiel:

Ist f(0)=aundf(1)=b". Damit ist f(010) die regulare Menge ab'a.

Satz:

Die Klasse der reguldren Mengen ist unter Substitution abgeschlossen.

Beweis:

Sei Rc X" eine regulire Menge und 3(q,a) . Sei weiter f:X—>2" die Substitution, die durch
f(a)=R, definiert ist.

Wir wahlen reguldre Ausdriicke zur Bezeichnung von R und allen R,.

Man ersetze nun jedes Auftreten des Symbols a im reguldren Ausdruck fiir R durch den reguléren
Ausdruck fir R,.

Um zu beweisen, dass der resultierende regulédre Ausdruck f (R) beschreibt, wird verwendet, dass die

Substitution einer Vereinigung, eines Produkts oder einer Hiille gleich der Vereinigung, dem Produkt
bzw. der Hulle der Substitution ist (also homomorph).

Mit einer Induktion Uber die Anzahl der Operatoren im regularen Ausdruck vervollstandigt man leicht
den Beweis.

9.2.5 Homomorphismus (9.6)
Zu zeigen: L c ¥, eREG,h 3] >3 = h(L)eREG

Beweis:

Die Abgeschlossenheit unter Homomorphismen folgt sofort aus der Abgeschlossenheit unter
Substitutionen, da ein Homomorphismus ein Spezialfall der Substitution ist, bei der h(a) fir alle a
gegeben wird.

9.2.6 Inverser Homomorphismus (9.7)
Zu zeigen: L c¥,,L, e REG,h:Z > %, =h™(L,)eREG
Beweis:

Es seien M, =(Q,%,6,,9,,F) ein DFAmit T(M,)=L, und h:X; -, ein Homomorphismus.
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Wir konstruieren einen DFA My, der h™ (L) akzeptiert, indem er ein Symbol a aus %; liest und M, auf
h(a) simuliert. Wir geben die Definition an:

M, ::(Q'21'§l’q0’ F)
5,(a,a)=5,(q,h(a))vgeQ,aey,

Zu beachten ist, dass h(a) eine lange Zeichenkette oder aber auch das leere Wort sein kann. Dies ist
aber kein Problem, da & mittels Erweiterung auch auch Zeichenketten operiert.

(9.10)

Durch Induktion tber die Wortlange des Wortes x kann man leicht zeigen, dass gilt
8, (0o, X) =6, (Gy, h(x)) (9.12)

Daher wird x von M; genau dann akzeptiert, wenn h(x) von M; akzeptiert wird. Wir haben also einen
DFA gebaut mit T(M,)=h"(T(M,)). Damit gilt auch h™(L,) e REG .
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10 Vorlesung vom 9. Mai 2000
10.1 Beispiele zur Nutzung der Abschlusseigenschaften

10.1.1 Einleitung

Aus den vorhergehenden Vorlesungseinheiten sind die sogenannten ,,Abschlusseigenschaften*
bekannt:

L,L, eREG=L,oL,eREG oe{n,u,}

10.1
L, e REG = o(L,) e REG oef{-hh* x| (10

Weiterhin nehmen wir zur Kenntnis®:
L={a""|n>0} ¢ REG (10.2)

In den folgenden Beispielen wird durch die Kombination des Wissens von (10.2) mit den Aussagen
der Abschlusseigenschaften der Beweis fir einen neuen Zusammenhang erbracht.

Behauptung:

Die folgende Aussage ist falsch: ,,Wenn a"b" nicht reguléar ist, kann auch eine ,,groRere* Sprache
wie a b nicht reguldr sein.“ Tatsachlich gilt, dass a"b" nicht regular ist, und a’b” regular ist.

10.1.2 Beispiel 1

Zu zeigen sei:

L={a"b'c"d*[n>0,r 20,5 >0} ¢ REG (10.3)
Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.4)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b)=¢ h(c)=b h(d)=¢ (10.5)

(10.3) lasst sich mit Hilfe von (10.5) umschreiben zu:

h(L)={a""|n>0} (10.6)
GemaR (10.1) gilt:

LeREG = h(L)eREG (10.7)
Aus (10.6) und (10.7) folgt:

h(L)={a""|n>0} « REG Widerspruch! (10.8)
10.1.3 Beispiel 2
Zu zeigen sei:

L={wlwe{ab} A#, (w)=#,(w)| « REG (10.9)

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:
LeREG (10.10)

*(10.2) ist zwar beweisbar, an dieser Stelle verzichten wir aber darauf.
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Wir definieren eine zweite Sprache L; wie folgt:

L= L nab (10.11)
bl —

angeblich regulare

regulare Sprache

Sprache
Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier reguldrer Mengen erneut reguldér ist, daher folgt:
L, eREG (10.12)

(20.11) I&sst sich umschreiben zu:

L =Lnab"={a""|n>0} (10.13)
Aus (10.13) und (10.10) folgt:

L :=Lnab"={a""|n> 0}« REG Widerspruch! (10.14)

10.1.4 Beispiel 3

Zu zeigen sei:

L={a"""|n>0} ¢REG (10.15)
Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

LeREG (10.16)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b)=b" (10.17)

(10.15) l&sst sich mit Hilfe von (10.17) umschreiben zu:

h™(L)={a""[n>0} (10.18)
Gemal (10.1) gilt:

LeREG = h™(L) e REG (10.19)
Aus (10.18) und (10.19) folgt:

h™(L)={a""|n>0} e REG Widerspruch! (10.20)

10.1.5 Beispiel 4
Zu zeigen sei:

L={a"b"[0<m<n}¢REG (10.21)
Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.22)

Wir definieren eine zweite Sprache L; wie folgt:

L= L nab = {a”b”1 l0<n< m} (10.23)
- —
angeblich reguldre
regulare Sprache

Sprache

Aus (10.1) folgt, dass das Komplement einer reguldren Menge, und auch die Schnittmenge zweier
regulérer Mengen erneut reguldar ist, daher folgt:

L, e REG (10.24)
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Wir definieren eine homomorphe Funktion h() in eine weitere, neue Sprache L, wie folgt:
h(a)=a h(b)=b h(c)=c
L, =h (L) ={a"x|x|=m=#,(x)+#(x)} O<n<m

Aus (10.1) folgt, dass die umgekehrte Anwendung einer homomorphen Abbildung auf eine regulére
Menge erneut reguldr ist:

L, e REG (10.26)

(10.25)

Wir definieren nun eine dritte Sprache:

L= L, nabc={a""clo<n<m+1 (10.27)
—~ regulére

regulére Sprache

Sprache
Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier regularer Menge erneut regular ist:
L, e REG (10.28)
Wir definieren eine zweite, homomorphe Funktion h() in eine weitere, neue Sprache L, wie folgt:
h(a)=a h(b)=b h(c)=¢

L,:=h(L)={a"b"[0<n<m| (1029)
Wir definieren nun eine flinfte Sprache:

L= L n L, ={abnz0} (10.30)

e Lo
Sprache

Aus (10.1) folgt, dass die Schnittmenge zweier regularer Menge erneut regular ist:

L, e REG Widerspruch! (10.31)
10.1.6 Beispiel 5
Wir verwenden dieses Mal ein erweitertes Alphabet 2

:={ab,....b} k>1 (10.32)
Zu zeigen sei:

L={abibfby...b" |0<i; +i, +is +...+i, <n} £ REG (10.33)
Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis durch, und nehmen an:

L e REG (10.34)
Wir definieren eine homomorphe Funktion h() wie folgt:

h(a)=a h(b;):=b 1<j<n

U (10.35)

h(L)= {a”bm o<m< n}
GemaR (10.1) gilt:

L eREG = h(L)cREG (10.36)
Aus (10.35) und (10.36) folgt:

h(L)={a"b"|0<m<n}eREG Widerspruch! (10.37)
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Der Widerspruch entsteht durch die Aussage von (10.21).
10.2 Automaten mit e-Bewegungen

10.2.1 Einleitung

Bisher sind der deterministische endliche Automat (DFA) und der nichtdeterministische endliche
Automat (NFA) betrachtet worden, wobei der DFA lediglich ein Spezialfall des NFA war. Diese
Automaten haben sich dadurch ausgezeichnet, dass jede Transition (jeder Zustandswechsel) durch ein
Eingabesymbol x e X ausgeldst wurde.

Bei den im Folgenden betrachteten ,,Automaten mit e-Bewegungen® gibt es Transitionen, die durch
das Eingabesymbol ,,&“, d.h. das ,,leere Wort* ausgeldst werden.

Das Transitionsdiagramm eines derartigen Automaten kann z.B. wie folgt aussehen:

Abbildung 16 — ein Transitionsdiagramm

Bei dem obigen Automaten fiihrt aus dem Startzustand g, fiir das Eingabezeichen a lediglich ein
direkter Pfad zu dem Zustand g;. Allerdings fuhren zahlreiche weitere Pfade flir das Eingabesymbol &
zu den restlichen Zustanden.

Das Eingabesymbol ¢ unterscheidet sich von allen anderen Eingabesymbolen, und zwar insofern, als
dass es der Automat ,,jederzeit” einlesen kann — unabhéngig von den wirklichen Eingabesymbolen.

Der obige Automat kann also fiir das Eingabezeichen a in jeden, eingezeichneten Zustand wechseln.
Um dieses Verhalten beschreibungstechnisch in den Griff zu kriegen, definiert man den Begriff der ¢-
Hulle (siehe folgender Abschnitt).

10.2.2 gHille
Man bezeichnet die Menge aller Konten p, zu denen es einen mit £ bezeichneten Weg vom Knoten g
gibt, als e-Hiille(q)®.
Fur den Automaten aus Abbildung 16 gilt, dass alle Knoten vom Startzustand aus erreichbar sind,
also:
&-Hiille(dy) = {0y, 0,0, 03,0y s s | (10.38)

Definitionsgemal ist jeder Knoten/Zustand in seiner eigenen &-Hiille enthalten. Man kann sich das so
vorstellen, als dass von jedem Knoten ein mit € markierter Ubergang auf sich selber existiert, den man
beim Zeichnen weglésst:

k=1 (10.39)

® Im englischen: ,&-Closure*
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Auf das obige Beispiel angewendet ergibt sich die e-Hulle wie folgt:

o ——— — v — — — — ——

&-Hulle von qo

Abbildung 17 — die Epsilon-Hiille im Transitionsdiagramm

10.2.3 Formale Unterschiede zum gewdhnlichen NFA

Die Definition des Automaten mit e-Bewegungen entspricht der des ,,normalen* NFA:
&e-NFA:=(Q,%,6,q,,F) (10.40)

Der einzige Unterschied zum ,,normalen* NFA ist die Ubergangsfunktion §, die nun wie folgt definiert
ist:

5:Qx(zue})—>2° (10.42)

Die Erweiterung der Ubergangsfunktion & (die nur fiir einzelne Symbole taugt) auf ganze
Eingabeworter geschieht mit Hilfe der Ubergangsfunktion & . 5(q,w) soll als Ergebnis die Menge

aller Zustande liefern, zu denen es von g aus einen mit w markierten Pfad gibt, welcher &-Kanten
beinhalten darf:

5:Qx%" > 2° (10.42)
5(a,¢) = &-Hiille(q) (10.43)
vweX',aeX: S(q, wa):= g-HUIIe(&(é(q, w), a)) (10.44)
s(Ra)=[Js(a.a) (10.45)
5(R,w)= Ué(q,w) (10.46)

geR
Anmerkung: Beim Automaten mit e-Bewegungen konnen die Ergebnisse von 3(q,a) und &(q,a)
verschieden sein; zwischen 5( ) und &( ) muss also unterschieden werden.
10.2.4 Aquivalenz vom NFA mit und ohne &Bewegungen

Auch die e-Bewegungen erlauben es dem Automaten nicht, mehr als regulédre Mengen zu akzeptieren.
Der Automaten mit e-Bewegungen reiht sich damit in die Klasse von NFA und DFA ein.
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Wir werden uns darauf beschrénken, zu zeigen, dass jeder NFA mit &-Bewegungen durch einen
»hormalen NFA* ersetzt werden kann. Der Beweis in der umgekehrten Richtung ist zwar theoretisch
ebenfalls nétig, eriibrigt sich aber bei naherer Betrachtung®.

Zu einem gegebenen &NFA M = (Q,Z,&,qo, F) definieren wir einen ,,normalen*

NFA M'= (Q,Z,&’,qo, F'). Wie man an der Definition sehen kann, muss an dem Automaten nicht

viel verdndert werden. Die Menge der akzeptierenden Zustdnde F kann weitestgehend éibernommen
werden, abgesehen von der Ausnahme, dass die &-Hiille von gq einen akzeptierenden Zustand enthélt:

Ero {F U{,} falls die £-Hulle(q, ) einen Zustand aus F enthalt (10.47)

F sonst

Diese Veranderung ist nétig, weil M’ keine e-Transitionen kennt. Tritt ndmlich der Fall ein, dass die &
Hulle von qo einen akzeptierenden Zustand enthalt, dann wiirde M ja beenden, ohne ein einziges
Zeichen gelesen zu haben. Fur M’ lasst sich dies nur nachbilden, indem der Startzustand (qo) selber
akzeptierend ist. Und genau das erreichen wir mit der obigen Fallunterscheidung.

Nun wird noch eine Ubergangsfunktion &’ bendtigt. Dazu behalten wir die bereits definierte
Funktion & bei:

~

0'=0 (10.48)
Wie kann das sein? Fangen wir ganz vorne an. Wir mochten zwei dquivalente Automaten erhalten.
Wir haben bereits definiert, dass beide Automaten auf der selben Menge von Zusténden operieren.
Was ist nun also naheliegender, als auch die Ubergangsfunktion komplett zu iibernehmen? Genau dies
tun wir laut (10.48). Der Sicherheit halber werden wir aber im folgenden beweisen, dass es auch

richtig ist, was wir da tun... Wir betrachten zundchst einmal den einfachsten Fall, ndmlich, dass die
Eingabe ein einzelnes Symbol ist: Dann folgt aus (10.44), (10.43) und (10.45):

vweX',aex: &(qwa)= 8-HU||€(§(5‘(Q,W),&))

U W= ga
5(q,6a)= g-HUIIe(&(é(q,g), a))
U 5(a,¢):=e-Hille(q) (10.49)

5(q,6a) = g—HUIIe(é(g—HUIIe(q),a))
U s(Ra)=[Js(a.a)

geR

5(q,6a)= g-HUIIe( U s( p,a)]

pes-Hiille(q)

In klarer Sprache bedeutet das, dass 5 angewendet auf ein einzelnes Symbol a (und einen Zustand q)
nichts anderes ist, als die Vereinigung der Ergebnisse von ¢ fir jeden einzelnen Zustand aus der &-

Hulle von g. Die e-Hille von g wiederum ist nichts anderes als eine Menge von Zustanden, zwischen
denen der Automat indifferent ist. Genau dieses Verhalten ist auch die Forderung, die wir an die

Ubergangsfunktion &' des NFA stellen. Wir haben jetzt fiir den Sonderfall |x| =1 bewiesen, dass die

Forderung, die wir an die ,,neue” Funktion &' stellen, durch die ,,alte” Funktion 5 erfillt werden.

Die Korrektheit fiir den Sonderfall |x| =0, d.h. x=¢ haben wir bereits bei der Definition der
akzeptierenden Zusténde unter (10.47) verbal erklart.

® Ein NFA wird ja schon dadurch zum &NFA, dass man von jedem Zustand einen mit ,,& markierten
Pfeil auf sich selber einzeichnet. Dadurch veréndert sich das Verhalten des Automaten nicht.
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Fiir x| >1 erbringen wir den Beweis induktiv. Da |x| >1, lasst sich die Eingabe zerlegen
in x=wa weZX" aeX.Durch die Induktionsvoraussetzung gilt

&' (0, W) =5 (0o, W)
Weiterhin gilt:
5'(p,wa)=05"(5"(0,,w),a)
Aus (10.50) und (10.51) folgt:
5'(g, wa)= 5'(3(q0,w),a)
Aus (10.46) folgt unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme’:

a)=Jd'(a.a)

U &'(a,a)=5(q.a)

-UJs(aa)

geR

Mit dem Wissen von (10.53) lasst sich (10.52) wie folgt umschreiben:

5'(qo,wa)=5’($(qo,w),a)
 s'(Ra)= U5 q,a)
(o, Wa) = U
<6(do
Nach der Definition von 5 (siehe (10.44) qilt:

Ud(p.a)=5(R,a)

peR

Damit folgt aus (10.54), (10.55) und (10.51):

&'(apwa)=|J S(p.a)=5(5(dsw).a)=5(gp,wa)

pes(do,w)
U

8'(0,,wa) =4 (gy,wa)

(10.50)

(10.51)

(10.52)

(10.53)

(10.54)

(10.55)

(10.56)

’ Hier wird die Induktionsannahme fiir Lange(x)=1 verwendet. Da in dem aktuellen Induktionsschritt

Worter der Lange > 1 betrachtet werden, ist dieses Vorgehen erlaubt.
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11 Vorlesung vom 11. Mai 2000
11.1 Aquivalenz von endlichen Automaten und regularen Ausdriicken

11.1.1 Von regularen Ausdriicken zu endlichen Automaten

In den vorangegangen Wochen haben wir verschiedene Typen von endlichen Automaten
kennengelernt. Dabei haben wir gezeigt, dass deterministische und nichtdeterministische endliche
Automaten (DFA und NFA) sowie nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergangen die gleiche
Klasse von Sprachen, die reguléren Sprachen, beschreiben und beliebig ineinander konvertiert werden
koénnen.

Jetzt wollen wir zeigen, dass die Sprachen, die durch regulére Ausdriicke definiert werden, ebenfalls
aquivalent zu diesen endlichen Automaten sind. Diese Sprachen werden auch regulére Mengen
genannt (nach dem Satz von Kleene: ,,Die Menge der durch regulére Ausdriicke beschreibbaren
Sprachen ist genau die Menge der reguléren Sprachen.*)

Folgendes Schaubild verdeutlicht den Zusammenhang und die Abhangigkeit zwischen regularen
Ausdriicken und endlichen Automaten, die wir im Anschlu3 zeigen wollen.

NFAs

- I

DFAs NFAs mit
e-Ubergangen

\\A Reguléare J

Ausdriicke

Abbildung 18 - Aquivalenzkreislauf regulare Ausdriicke - endliche Automaten

Satz:

Sei r ein regularer Ausdruck, dann existiert ein NFA mit e-Ubergéngen, der die zum regularen
Ausdruck gehdrende Sprache L(r) akzeptiert.

Beweis

Fur einfache reguldre Ausdriicke 1Rt sich die Behauptung einfach zeigen. Wenn r die leere Menge
r =, das leere Wort r =¢ oder ein einzelnes Zeichen r =x e X ist, dann liegt ein einfacher
regularer Ausdruck vor.

Zu zeigen ist, dass ein solcher regulérer Ausdruck in einen endlichen Automaten mit e-Ubergéngen
Uberfuhrt werden kann, wir konstruieren also einen solchen Automaten gemaR der VVorgabe des
reguldren Ausdrucks. Diese drei ein- oder keinelementigen Ausdriicke ohne Operator stellen
gewissermalen den Induktionsanfang der Induktion tber die Anzahl der Operatoren des regularen
Ausdrucks vor.

Wenn wir zeigen kdnnen, dass ein beliebiger regulérer Ausdruck mit beliebig vielen Operatoren n in
einen NFA mit e-Ubergédngen und einem einzigen Endzustand, aus dem keine Ubergénge
herausfuhren, tberfiihrt werden kann, dann existiert fiir jeden reguldren Ausdruck ein entsprechender
Automat und die Aquivalenz ist bewiesen.

Fur die drei elementaren Zustédnde kdnnen folgende Automaten gebaut werden, die einen einzigen
Endzustand haben, der erreicht wird, wenn ein Wort der Sprache L(r) erkannt wird und von dem keine
Ubergange ausgehen.

Seite 61/ 141



Theoretische Informatik 2

= r={} =
Abbildung 19 - NFAs fir reguléare Ausdriicke ohne Operatoren

Fur einen reguldren Ausdruck, der das leere Wort erkennt, geht der Automat direkt in den Endzustand
iiber, da e-Ubergénge erlaubt sind. Der regulare Ausdruck leere Menge tritt niemals in den Endzustand
ein und der regulare Ausdruck fur ein bestimmtes Zeichen geht genau dann in den Endzustand Uber,
wenn dieses Zeichen erkannt wird.

Fur den Induktionsschritt von i - 1 auf i Operatoren lassen sich NFAs mit e-Ubergéngen fir regulire
Ausdriicke mit weniger als i Operatoren bereits konstruieren (i > 1). Dabei mul} zwischen drei
Verknipfungsarten unterschieden werden

1. Vereinigung:
r=ri+n
2. Konkatenation:
r=ri-n
3. Kileensche Hiille:
r=nr*
11.1.2 Vereinigung zweier regularer Ausdricke als NFAs

Gegeben sind zwei regulére Ausdriicke ry und r, mit jeweils weniger als i Operatoren, die reguldren
Sprachen L(ry) und L(r,) beschreiben. Nach Induktionsannahme gibt es zwei entsprechende NFAs

M, =(Q.2,.6,9,.{f}) und M, =(Q,,%,,6,,9,.{f,}), die diese Sprachen erkennen. Die beiden

Automaten haben voneinander disjunkte Zustande, die unterschiedlich zu benennen sind, um sie in
einer gemeinsamen Zustandmenge vereinigen zu kénnen. Damit bilden wir einen neuen Automaten als
Vereinigung von M; und M.

AL @)\
\(0 z@/

=r, +
I’I’1 I‘2

Abbildung 20 - Vereinigung von regularen Ausdriicken

Zu den Zusténden der beiden Automaten kommt ein gemeinsamer Startzustand ¢, und ein
gemeinsamer Endzustand f, aus dem keine weiteren Ubergénge herausfiihren. Die erzeugte regulare
Sprache L(r) soll entweder Worter akzeptieren, die in L(r;) oder in L(r,) enthalten. Daher geht der
konstruierte Automat beim Start von g in einem e-Ubergang entweder in My oder in M,. GemaR
Induktionsannahme erkennt er dort ein entsprechendes Wort des jeweiligen Automaten und verlait
den Teilautomaten nicht, bevor er in den Endzustand f; bzw. f, eingetreten ist. In einem weiteren
g-Ubergang geht der Automat vom Endzustand eines Teilautomaten in den gemeinsamen neuen
Endzustand f,.
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Die Vereinigung zweier regularer Ausdriicke, die sich in NFAs Uberfiihren lassen, liefert also wieder
einen regul&ren Ausdruck, fir den ein NFA existiert. Formal &Rt sich der Automat, der L(r) erkennt
als M ausdriicken:

M :(Q1UQ2U{qo,fo},21U22,5,q0,{f0}) (11.1)
Die Ubergangsfunktion § ist folgendermafen gestaltet:

5(0y.€) ={0,,0, |
5({ f, fz}’g) z{fo}

Die Ubergénge in den beiden Teilautomaten M; und M, entsprechen den Ubergangsfunktionen §; und
d,. Dabei werden alle Zustande aufRer den beiden Endzustianden f; und f, betrachtet. Da f; und f,
Endzustande von M; und M sind, aus denen per Induktionsannahme keine Ubergange herausfiihren,
kdnnen sie nicht in der folgenden Definition enthalten sein, sondern gehen geméaf obigem Abschnitt
mit einem e-Ubergang zum gemeinsamen Endzustand f tiber.

o6(g,a)=0,(q,a) firgeQ \{f}undaeX ue

(11.2)

. (11.3)
o0(q,a)=0,(q,a) firqeQ,\{f,jundac,ue
Somit gilt der Induktionsschritt fur Vereinigung:
L(M)=L(M,)UL(M,) < L(r)=L(r)UL() (11.4)

11.1.3 Schnitt zweier regularer Ausdricke als NFAs

Die Konkatenation zweier regularer Ausdriicke r; und r, zu einem neuen reguléren Ausdruck r
gestaltet sich dhnlich. Seien M; und M; NFAs, die L(r;) und L(r;) akzeptieren, dann sei M ein
Automat, der die Sprachen beider Automaten konkateniert.

///\\\\ € ///\\\\
Ml MZ
r r

r=

17 12

Abbildung 21 - Konkatenation von reguléaren Ausdriicken

Der Startzustand von My ist gleichzeitig Startzustand von M. Der Automat durchlduft in M; die
einzelnen Zustande, bis er ein Wort gemaR ry erkennt und in f; iibergeht. In einem s-Ubergang geht der
Automat von fi in g,, den Startzustand von My, Uiber. Hier tritt er Gber mdgliche Zwischenzustande in
f,, den Endzustand von M, der auch gleichzeit Endzustand von M ist.

M akzeptiert also eine reguldre Sprache L(M), die geméall Abschluf3eigenschaften reguldrer Sprachen
aus der Konkatenation der per Induktionsannahme regularen Sprachen L(M;) und L(M,) entsteht. Fir r
existiert so ein NFA mit e-Ubergéangen. Formal definiert sich M als:

M Z(Q1UQ2121U22’5’q1'{f2}) (11.5)

Die Ubergangsfunktion § fir f; ist folgendermaRen gestaltet. Da f; Endzustand von My, fiihren keine
Ubergénge aus f; heraus, eine Verbindung zwischen M; und M, wird daher benétigt.

5(f1"9):{q2} (11.6)

In den beiden Teilautomaten wird § entsprechend mit §; und &, definiert. Der Ubergang von f, wurde
bereits definiert, f, verhalt sich wie in M, und ist gleichzeitig Endzustand von M.

5(g,a)=6,(q,a) furqeQ\{f}undaeX ue

(11.7)
o6(g,a)=0,(g,a) firqeQ,undack,ue

Seite 63/ 141



Theoretische Informatik 2

Somit ist der Induktionsschritt fiir Konkatenation gezeigt:
L(M)=L(M,)-L(M;) < L(r)=L(r) L(r,) (11.8)

11.1.4 Kleensche Hiulle eines regularen Ausdruckes als NFA

Bei der Hullenbildung (auch Stern genannt) tiber den reguldaren Ausdruck r; kann r; einmal, keinmal
oder beliebig oft auftreten. Dementsprechend flihren wir einen Automaten M ein, der den zu ry

passenden Automaten M, =(Q,,X,,6,,q,,{f,}) erweitert.

Tritt r; keinmal auf, so geht M vom neuen Startzustand g in einem e-Ubergang direkt in den neuen
Endzustand f, ber. Andernfalls ist r; mindestens einmal vorhanden und M geht in den Bereich von
M. Hier kann der regulare Ausdruck beliebig oft wiederholt werden, da von f; mit einem e-Ubergang
in q; verzweigt werden kann. Folgen keine weiteren Wiederholungen von ry, geht M in einem weiteren
g-Ubergang in den Endzustand f;.

€

—r*
r—rl

Abbildung 22 - Kleensche Hulle tGber reguléarem Ausdruck

M akzeptiert somit regulére Sprachen, die L(M) = L(M,)* geniigen und kann folgendermalien definiert
werden

M :(Qlu{qO’fO}’Zl'é"qO’{fO}) (11.9)

Die zugehorige Ubergangsfunktion & entspricht im Wesentlichen §;, muB allerdings fiir die
Sterneigenschaften erweitert werden

5(q0,8)={q1, fo}
5(q,a)=06,(g,a) furqeQ\{f}undaex ue (11.10)
5(f1’a):{q1’ fo}

Somit ist der Induktionsschritt fiir die Kleensche Hulle (oder Stern) gezeigt. Es existiert ein NFA M,
der beliebig viele Konkatenationen der von r; akzeptierten Sprache sowie das leere Wort akzeptiert.

L(M)=L(M,))* < L(r)=L(r)* (11.11)

Mit den drei Féllen Vereinigung, Konkatenation und Hullenbildung ist die Induktion uber die Anzahl
der Operatoren abgeschlossen. Verschachtelte, vollstandig geklammerte Ausdriicke kdnnen mit Hilfe
der AbschlulReigenschaften in diese Grundformen zerlegt werden.

11.1.5 Beispiel: Konstruktion eines NFA mit e-Ubergéangen fiir einen regularem
Ausdruck

Als Beispiel betrachten wir einen reguldren Ausdruck r = 01*+1. Mit vollstdndiger Klammerung und
Aufspaltung in die Operationen Vereinigung, Konkatenation und Stern sowie Substitution mit
symbolischen Ausdriicken r; (ihrerseits wieder reguldre Ausdriicke) erhalt man
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=(r,- r4)+ r, (11.12)

So zerlegt lassen sich fiir jeden Ausdruck r; wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben
Automaten konstruieren und diese dann zusammensetzen. Dabei beginnt man mit dem am weitesten in
der Klammerhierarchie innenliegenden Ausdruck r; und erweitert den Automaten immer um weitere
Zusténde filr die umgebenden Ausdricke.

Fur ry ist die Operation Stern anzuwenden, daher konstruiert man einen Automaten mit 4 Zustanden,
einem Start- und einem Endzustand q; und g4, sowie zwei weiteren Zustédnden g, und gs. Vom
Startzustand ¢, kommt man in einem e-Ubergang zu g, oder direkt zum Endzustand g4 (leeres Wort).
Mit einer 1 kommt man zu g; und von dort per e-Ubergang zu g, zuriick (Stern) oder zum Endzustand

Qs

Abbildung 23 - Automat fur 1*

Die Konkatenation (Und) von r, und r, benétigt lediglich zwei weitere Zustande gs und gs, die vor den
Automaten fir r, geschaltet werden. Von gs geht der Automat nur in gg Uber, wenn eine 0 als Zeichen
anliegt. Von gs gelangt der Automat in einem e-Ubergang in g, den Anfangszustand des oben
beschriebenen Automaten. Dadurch ergibt sich folgender Automat

Abbildung 24 - Automat fir 01*

Der noch verbleibende Ausdruck rs mufl mit rs = r,-r;* in Vereinigung (Oder) aufgehen. Dazu benétigt
man einen neuen Startzustand ¢; und einen neuen Endzustand gs. Fur die Konstruktion eines
Automaten, der r; erkennt, bendtigt man weitere zwei Zustande gy und gio. VOm neuen Startzustand g
gehen s-Ubergénge zu den Startzustinden der beiden alternativen Automaten gs und ds. Genauso
gehen von den Endzustanden der Teilautomaten g, und s e-Ubergange zum neuen Endzustand gg.
Weiter tritt der Automat von g bei Zeichen 1 in den Zustand qo.
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Abbildung 25 - Gesamter Automat

Fur den reguldaren Ausdruck 01*+1 exisiert wie gezeigt ein endlicher, deterministischer Automat mit
g-Ubergéangen, der folgende Definition hat. Fiir die zehn Zustande gibt es einen Startzustand g; und
einen Endzustand gs. Die Ubergangsfunktion entspricht dem oben aufgefiihrten Graphen fir den
gesamten Automaten.

M = ({0, Gy, O} 2,6, Gy {0 ) (11.13)

Auf diese Weise lassen sich fir alle regularen Ausdriicke DFAs und NFAs konstruieren, die die
gleiche Sprache wieder regulare Ausdruck erkennen.

11.1.6 Von endlichen Automaten zu reguléren Ausdriicken

GemaR der Darstellung des Schaubildes zu Beginn des Protokolls, haben wir gezeigt, das sich regulare
Ausdriicke in nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergangen umwandeln lassen. Aus
vorangegangenen Protokollen ist bekannt, dass DFAs, NFAs und NFAs mit e-Ubergangen &quivalent
sind. Jetzt ist der Weg zurlick zu den reguldren Ausdriicken zu zeigen, der letzte Pfeil im Schaubild
von DFAs zu regularen Ausdriicken.

Satz:

Wenn eine Sprache L von einem DFA akzeptiert wird, dann I4%3t sich diese Sprache L durch einen
reguldren Ausdruck r beschreiben.

Beweis

Es ist zu zeigen, dass der zu bestimmende reguldre Ausdruck r die gleiche Sprache beschreibt wie der
gegebene Automat M, also L(r)=L(M) gilt. Sei M ein endlich deterministischer Automat, dessen

Zusténde von 1 bis n durchnummeriert sind und g, der Startzustand ist.
M =(Q,2,5,q1,F)
Q={0,,0--., 0, }

RY; seien Sprachen mit i, j e {1,...,njund k {1,...,n} , die wir durch regulare Ausdriicke beschreiben

(11.14)

wollen. Ri'fj enthalt alle Worter x, die den Automaten von Zustand ¢; Uber verschiedene

Zwischenzustande nach g; Uberfihren. Dabei seien g, die besuchten Zusténde® und es gelte | < k fiir
alle Worter x.

RY; ={X€Z*‘§(qi,X) = g, mit Zwischenzustinden g, \{qi,qj}‘l < k} (11.15)

8 Besuchen bezeichnet hier in den Zustand einzutreten und wieder herauszutreten
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Diese Sprachen R kdnnen rekursiv definiert und per Induktion Uber k bewiesen werden. Fiir k = 0 als
Induktionsannahme geht der Automat direkt von Zustand g; nach g; ohne dabei Zwischenzustande zu

besuchen, da kein Zustand g, mit p < 0 existiert. Fiir den Fall i = j enthalt die Sprache Rfj alle
Zeichen, fir die der Automat beginnend in g; direkt in g; tibergeht.

R’ ={aex|o(q,a)=q;} (11.16)

Fur den Fall, dass i = j gegeben ist, erkennt der Automat alle Zeichen ohne liber Zwischenzustande zu

gehen, bei denen er von ¢; in g; geht, also im gleichen Zustand verbleibt. Im ,,Zustand Verbleiben*
heif3t aber auch, dass der Automat keinen Zustandswechsel macht und so dass leere Wort zur Sprache
gehort

RY ={¢} u{aez|o(a,a)=0q} (11.17)

Fur diese Falle ist Rfj eine endliche Menge von Zeichen und ein reguldrer Ausdruck 14t sich

aufstellen. Die Induktionsannahme ist damit bewiesen. Ein entsprechender regularer Ausdruck besteht
aus der Veroderung der auftretenden Zeichen sowie dem leeren Wort, falls i = j

izj: r“=a+a +...+
S mATR TR (11.18)
i=j: ri=a+a,+..+ta+e

Far den Induktionsschritt von k auf k+1 verwenden wir die Rekursionsgleichung und setzen Rik,j als
gegeben voraus.

Riifjﬂ = Rilfj e Rik,k+l(RIE+1,k+1 )* Rlil,j (11.19)

Worter x, bei denen der Automat von g; nach g; tbergeht, miissen den Zustand g+, nicht passieren.
Dann wird dieser Zustand nicht benétigt und die Sprache Ri‘fj” 1aRkt sich durch das bereits bewiesene

Ri'fj ausdriucken. Wird der Zustand bendtigt, geht der Automat von g in gy Uber und kann innerhalb

von (Rkkﬂvm1 ) Ok+1 beliebig oft aufgerufen werden (Stern, Kleensche Hiille). AnschlieRend tritt er in g;

ein und erkennt somit Worter, bei denen der Automat durch gy, als Zwischenzustand geht.

Ein entsprechender reguldrer Ausdruck rif‘j*l flr die Sprache Rf}l

Rekursionsgleichung nur die Operationen flr reguldre Ausdriicke Vereinigung, Konkatenation und
Hullenbildung enthalt. Nach Induktionsannahme beschreiben die reguldaren Ausdriicke fir k bereits
regulare Sprachen. Die Anwendung der Operationen auf regularen Ausdriicke ergibt wieder regulare
Ausdriicke genauso wie die Anwendung der Operationen auf reguldre Sprachen wieder eine reguldre
Sprache ergibt (siehe AbschluBeigenschaften). Damit 1a8t sich der folgende reguldre Ausdruck
aufstellen

1aRt sich aufstellen, da die

ksl k k k Lk
i :(ri,j + ri,k+1(rk+1,k+1) rk+l,j) (11.20)

Der Induktionsschritt ist damit bewiesen und es lassen sich beliebige regulare Ausdriicke aufstellen,
die Teilmengen von L(M) beschreiben. Fir dem Automaten M betrachten wir jetzt alle Worter, die
den Automaten vom Startzustand g, in einen Endzustand g; Gberfiihren und dabei alle n Zustande des
Automaten (siehe Definition am Anfang des Beweises) besuchen. Die Menge dieser Worter ist die
Sprache, die der Automat erkennt.

L(M)=JR]| (11.21)

g;eF
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Damit 1aBt sich analog zum vorangeganen Abschnitt ein regularer Ausdruck konstruieren und so der
Beweis abschlielen. Fir die méglichen Endzustande

F :{qillqizv""qip} (11'22)

verwenden wir die Indizes iy,iy,...,I,. Der reguldre Ausdruck ist so die Veroderung reguldrer
Ausdriicke, die die Worter beschreiben, bei denen der Automat in jeweils einem gemeinsamen
Endzustand halt.

r= rl?il + rfil +..+ rL”ip (11.23)

Somit wurde wurde gezeigt, dass man zu einer von einem DFA M akzeptierten Sprache L(M) einen
reguldren Ausdruck r angeben kann, der die gleiche regulére Sprache L(r) = L(M) beschreibt.

Regulére Ausdriicke, endliche deterministische, endliche nichtdeterministische sowie endliche
nichtdeterministische Automaten mit e-Ubergangen sind somit wie im heutigen und den
vorangegangen Protokollen gezeigt, &quivalent und beschreiben die Menge der regulédren Sprachen.
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12 Vorlesung vom 16. Mai 2000
12.1 Wiederholung der letzten Vorlesung

12.1.1 Abschlusseigenschaften

Fur die folgenden Sprachen soll Giberprift werden, ob sie zur Klasse REG der reguldren Sprachen
gehoren.

Beispiel 1
Wir wissen, dass die Sprache L = {a”bn |n > 0} nicht regulér ist, folgt daraus, dass die Sprache

L'= {a"cb” |n > O} auch nicht regular ist? Der argumentative Beweis nach Myhill-Nerode sieht wie
folgt aus:

L, ={a"ch"|n=0} g REG «< L, ={a"b"| n>0}¢REG (12.1)

Es ist nun zu zeigen, dass der Index(Ll) unendlich ist. Dies ist aber leicht zu sehen, wenn man die

Worter der Sprache, als Zusammensetzung aus a'c und b' fir alle i sieht. Es ist Fakt, dass es
unendlich viele Worter a'c gibt. Somit ist der Index unendlich und damit L, ¢ REG .

Beispiel 2
Nun ist die Frage, ob auch die Rickrichtung gilt. In anderen Worten gilt:

L, ={a"ch"[n>0} ¢ REG= L, ={a"b"| n>0}¢REG (12.2)
Nehmen wir an L, ={a”cb” |n 20} ¢ REG sei reguldr. Sei weiterhin h ein Homomorphismus, welcher
die folgenden Abbildungen durchfihrt:

h(a)=a

h(b)=b (12.3)

h(c)=¢
Bildet man nun die Sprache:

L'=h™(L,) (12.4)
und vereinigt diese mit beliebigen Folgen der Form a“cb”so ergibt sich die Sprache:

L"=L'na'ch’ (12.5)

Diese ware aufgrund der Abgeschlossenheit der Reguléren Sprachen immer noch regulér. Jedoch kann
man diese Sprache auch umformulieren zu:

L"={a"ch"|n >0} (12.6)
Jedoch wissen wir, von unserer Annahme, L, = {a”bn | n O} sei regular, dass diese falsch ist. Somit
kann auch die Sprache L, = L"={a"ch"|n >0} nicht regular sein.

Beispiel 3:
Man kann weiterhin zeigen, dass gilt:

L, ={a"ch"|n>0} g REG = L, ={a"0'c"d’|n,r,s >0} ¢ REG (12.7)
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Angenommen die Sprache L, ware regulér, dann ware auch die Sprache
L'=L,na’bc’d”
0 (12.8)
L'= {a”bc”dS n,s> 0}
reguldr. Nun kann man einen Homomorphismus hverwenden mit den Abbildungen:
h(a)=a
h(b)=c
h(c)=b
h(d)=¢

(12.9)

Seinun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den Homomorphismus auf die Sprache L'
anwendet:

L"=h(L")={a"cb"|n>0} (12.10)
Diese miisste auch reguldr sein, da wir jeweils nur strukturerhaltende Operationen verwendet haben.
Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wértern der Form {a”cbn |n > O} nicht regulér
somit ergibt sich ein Widerspruch.
Beispiel 4:
Gilt:

L, ={a"ch"|n>0} ¢ REG = L, = wlwe {a,b} #, (w) = 2#, ()| # REG ? (12.11)

Angenommen, dass L, reguldr ist, dann ist auch die Sprache:
L'=L,nab’
g (12.12)
L'={a”b"[n >0}

reguldr. Wieder definieren wir einen Homomorphismus mit den Abbildungen:
h(a)=aa
h(b)=b (12.13)
h(c)=¢

Seinun L" die Sprache, welche erzeugt wird, indem man den inversen Homomorphismus auf die
Sprache L' anwendet:

L"= h’l(L')

Man definiert nun:

L"=L"~a’ch” (12.14)
g

L":{a”cb”|n20}

Diese misste auch reguldr sein, da wir jeweils wieder nur strukturerhaltende Operationen verwendet
haben. Wir wissen jedoch, dass die Sprache bestehend aus Wortern der Form {a”cbn |n > 0} nicht

regular somit ergibt sich ein Widerspruch.
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Beispiel 5:
Zum Schluss gilt noch zu (berpriifen, ob:
L, ={a""|n>0} ¢ REG= L, ={a"b"[0<m<n| ¢ REG (12.15)
Wieder nehmen wir zunéchst an, dass die Sprache L, regulér sei. Dann ist auch die Sprache:
L'=a'b" L, ={ab"[0<n<m| (12.16)
reguldr. Durch Konkatenation bilden wir:
L"={a}-L'={a"b"[0<n<m|
L"=L,"L"={a"0"|n>1} (12.17)
L™=L"n{e}

Dann sind L™ = L,. Doch wiederum gilt, da die Sprache L, nicht reguldr ist, dass auch L, nicht
reguldr ist.

12.2 Beispiel zur Umwandlung eines Automaten dem entsprechenden
Regularen Ausdruck

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns hauptsachlich mit dem folgenden Automaten:

gt '-\_\_\_\-\--
-’-_;'---- -H-\--H-.'\-\.\_\--.
~ T
o S
., —— ——— e
~ ~, T, N
~. / N, i o, 7 i
' / W 0 /
" | ! f A
4« q o Q, | Mo Q; |
I.- l|I '._I'nl‘ = ;II —-ll'.!“- .I'I !
LY L £ Ly A
W
\“‘-- " %t“-';—_-::ff \1:_._____-:_.’?’;
ra
K\h ~ S Y 0.1 -
- 0 - N U S

Abbildung 26: der endliche Automat des Beispiels

k=0 k=1 k=2

noe & (00)
b 0 0 0(00)
o1 1 01

00 0(00)’

z &+00 (00)*

g 1 1+01 01
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k=0 k=1 k=2
m 9 9 (0+1)(00)0

ry 0+1 0+1 (0+1)(00)

™
™

k
r33

e+(0+1)071

Sei M der abgebildete endliche Automat. Die Wert rijk Viundj, und k=1,2 oder 3 sind in Tabelle 1
abgebildet. Dabei wurden die reguldren Ausdriicke vereinfacht, und zwar in der Form:
(r+s)t=rt+st oder (¢+r) =r". Zum Beispiel ergibt sich fur r,,":

' =0, (1 ) ' +n, =0(g) 0+e (12.18)
Ebenso ist:

6 =1, (') b+ 1 =0(s+00) (1+01) (12.19)
Bedenkt man, dass (&+00) =(00) und weiterhin gilt 1+01=(s+0)1, dann ist:
r,’ =0(00) (£+0)1+1 (12.20)

Da weiterhin der Ausdruck (00) (&+0) aquivalent zu 0" ist, ergibt sich fir 0(00) (&+0)1+1

zunichst 0071+1 und schlieRlich 0°1. Die Reguldren Ausdrucke fir M ergeben sich aus den
akzeptierenden Zustanden. Also ist r,’ +r;° zu bestimmen. Mit:

*

3 2(, 2 2 2
h, = Iy (rsa ) M +1,

= 0(e+(0+1)01) (0+1)(00) +0(00) (12.21)
= 01((0+1)02) (0+1)(00) +0(00)
und
e = ly (r332 ) My + g
= 01e+(0+1)01) (£+(0+1)0°L)+01 (12.22)
= 072((0+1)01)
ergibt sich dann:
r,’ +1,° =0 ((0+1)0°1) (£+(0+1)(00) )+ 0(00) (12.23)
Dies stellt den Reguldren Ausdruck fur den Beispielautomaten dar.

12.3 Endliche 2-Wege Automaten

Dieser Abschnitt dient nur zur Information, da diese Automaten kein Thema dieser VVorlesung sein
sollen. Deterministische endliche Zweiwegautomaten sind definiert als Quintupel M = (Q,E,&, o> F)

unterschiedlich zum ,normalen“ DFA ist hier zum einem dass die Ubergangsfunktion neben einem
Zustand noch eine Laufrichtung zuriuickgibt, in welcher der ndchste Zustand besucht werden soll. ¢ ist
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also auf QxX" - Qx {L, R} definiert. Es kann jedoch gezeigt werden, das ein und zwei-Wege
endliche Automaten gleichwertig sind.
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13 Vorlesung vom 23. Mai 2000
13.1 Grammatiken

13.1.1 Beispiel zu Grammatiken

Als Beispiel fiir eine Grammatik diene hier die Menge der booleschen Ausdriicke®. Das Startsymbol
ist ein Nicht-Terminalsymbol, das wir ,,BOOL* nennen. Als Terminalsymbole lassen wir alle Zeichen
zu, die man gemeinhin fur boolesche Ausdriicke verwendet. Die Produktionsregeln sind (13.1) zu
entnehmen, und sollten jeden booleschen Ausdruck produzieren kdnnen:

G:=(V,%,P,S)
V == {BOOL,QUANTOR a...z,A,v,—(,)}
2={a...zA,v,—, ()} (13.1)
BOOL —(BOOL),
BOOL — —BOOL,
P BOOL — BOOL A BOOL,
BOOL — BOOL v BOOL,
BOOL —s QUANTOR,
QUANTOR —a...z
S:=BOOL

Der Ableitungsbaum eines beispielhaften booleschen Ausdruckes gemaR obiger Grammatik konnte
wie folgt aussehen:

X v= Yy (A= a A b
QUANTOR QUANTOR QUANTOR  QUANTOR

QUANTOR v —QUANTOR] A —{QUANTOR A QUANTOR}

BOOL BOOL

BOOL BOOL

BOOL v —BOOLJ A —{BOOL A BOOL]
%{_/ %—/

BOOL BOOL

BOOL v BOOLJA—‘(BOOL) (13.2)
H_J

BOOL BOOL

(BOOL) A =BOOL
%/_J %/_J

BOOL BOOL

BOOL A BOOL

BOOL

BOOL

Wie man sieht, beginnt die Transformation bei einem gewohnlichen booleschen Ausdruck, und endet
bei dem Startsymbol S™.

13.2 Die Aquivalenz von regularen Grammatiken und endlichen Automaten

Satz:

Sei L < X" eine Sprache, dann gilt:

° Fur die Korrektheit tibernehme ich keine Haftung ;-)
1% Die Begriffe ,starten“ und ,enden* diirfen in diesem Zusammenhang auch vertauscht werden.
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1) 3 ein endlicher Automat M: L=T(M)
(i (13.3)
2) 3 eine regulare Grammatik G: L=L(G)
Beweis:
1=2:
Gegeben sei der endliche Automat
M =(Q,Z,6,qO,F) (13.4)

Wir definieren eine neue Grammatik, die dem endlichen Automaten M entsprechen soll. Diese neue
Grammatik benutzt das Alphabet des Automaten als Terminalalphabet, und die Zustandsmenge des
Automaten als Nicht-Terminalalphabet:

G'=(QUZ,Z,P,q,) (13.5)
Es bleibt die Frage nach der Produktionsmenge P.
P:={q—>aq’|6(q,a)=q’}u{q—>e|qeF} (13.6)

Wir zeigen nun, dass die durch G’ definierte Menge tatséchlich die Menge ist, die von M akzeptiert
wird. Fur jedes Wort, das der Automat M akzeptiert, gilt:

XeT(M)

g
p=5(qy,x)eF
§ x=aa,..a,

p:5(q0,a1a2...qx‘)eF (13.7)

=5(...5(5(q0,a1),a2)...,aw)e F

S o &

(6(Po=0a) = ) A(5(Puas) = P2) Ao A (8( Py 18y )= P) A (PEF)
Aus (13.6) folgt:

1
vp,€Q.a ex: (5(pn,as)=pm)©(pn§>aspm) (13.8)
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Aus (13.7) und (13.8) folgt:

XeT(M)
g
1 1 1
(po ::qo?aiplj/\(pl?azpzj/\"'/\[px—l?ab( p)/\(p:5(q0,x)e F)
g
G =22,...a,p (13.9)

0 (pep)@(p%gj

*

Q3> &3, -8y
0 a,,8y,...,8, e X (Terminalsymbole)
Xe L(G’)

Die Mengen sind also identisch:
T(M)=L(G") (13.10)

= .

Gegeben sei die reguldare Grammatik
G=(V,%,P,S) (13.11)

Wir definieren einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten M’, welcher der reguléren
Grammatik entsprechen soll. Dieser neue Automat benutzt die Nicht-Terminalsymbole der Grammatik
als Zustandsmenge, und die Terminalsymbole der Grammatik als Eingabealphabet. Wir definieren
weiterhin den ausgezeichneten (akzeptierenden) Zustand f:

M":=((V-Z)u{f},2,6S,F) (13.12)

Die Menge der akzeptierenden Zustédnde F seien alle jenen Zustande (bzw. Nicht-Terminalsymbole),
welche in das leere Wort (ibergehen kénnen, sowie der ausgezeichnete Zustand

F={A[(AeV -Z)r(A>zeP)lU{f} (13.13)

Die Ubergangsfunktion ist beim endlichen Automaten definiert auf dem Kreuzprodukt von
Zustandsmenge und Eingabesymbol, d.h. in unserem Fall, auf dem Kreuzprodukt der Nicht-
Terminalsymbole (plus ,,f) und der Terminalsymbole. Die Ubergangsfunktion liefert beim endlichen
Automaten eine Teilmenge der Zustandsmenge zurlick, d.h. in unserem Fall eine Teilmenge der Nicht-
Terminalsymbole.

Fur jeden Zustand, der einem Nicht-Terminalsymbol entspricht, welches direkt in ein Terminalsymbol
ubergehen kann (AeV —X,ae€X: A— aeP), soll der neue Automat (unter anderem) in den

ausgezeichnete Zustand f (ibergehen:

5(Aa)={B|[A>aBeP}U{f|[A>acP} (13.14)

! Dieser, ausgezeichnete Zustand f ist das wichtigste Element der Menge der akzeptierenden
Zustande...
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Wir zeigen nun, dquivalent zum ersten Teil des Beweises, dass die von M’ akzeptierte Menge
tatsachlich die Menge ist, die durch G definiert wird'?. Fiir jedes Wort, das unser neuer Automat M’
akzeptiert, gilt:

XGT(M')

g

5(S,X)NF =@ (13.15)
g

Falls §(S,x) einen Zustand Q” beinhaltet, der akzeptierend ist, so gilt geméR (13.13):

!
5(S,X)NF e{A|(AeV -Z)r(A>zeP)lU{f} (13.16)
0

Bis hierher haben wir Umformungen vorgenommen, die eine Aussage dariiber machen, wann ein Wort
vom neuen Automaten akzeptiert wird, und wann nicht; in Abhéangigkeit von dem Wort. Wie man

an (13.16) sieht, gibt es genau zwei Mdglichkeiten, warum ein Wort von dem neuen Automaten
akzeptiert werden kann — von diesen zwei Mdglichkeiten muss mindestens eine Mdglichkeit eintreten.

Die Definition des neuen Automaten und seiner Ubergangsfunktion beruht auf einzelnen Symbolen,
nicht auf Wortern. Daher zerpfliicken wir an dieser Stelle die Bearbeitung eines Wortes in die
Bearbeitung vieler Symbole:

5(S,x)= "U 5(Qy .3y (13.17)

Qe U 5(Qua,)
Qued(S a1)

Mit diesem Wissen lasst sich (13.16) umschreiben zu:

0
8(Qyuay)Fe{A[(AeV -2 A (A>zeP) uff} (13.18)
0

Auch bis hierher haben wir ,,nichts anderes”, als eine Gleichung, die beschreibt, wann ein Eingabewort
von unserem neuen Automaten akzeptiert wird, und wann nicht — jetzt aber nur noch in Abhéngigkeit
von dem letzten Symbol des Eingabewortes, sowie dem Zustand des Automaten zu diesem Zeitpunkt.

Wir haben den ausgezeichneten Zustand f genau so definiert, dass ein Ubergang f ergibt, falls der
ursprungliche Zustand gemall Grammatik in das Eingabesymbol tibergehen kann (siehe (13.14)):

(fes(Aa))=>(A—>aeP) (13.19)

'2 Dieser Beweis wurde im Skript komplett weggelassen. Warum, ist mir nicht klar.
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Mit diesem Wissen folgt:

g
(5 Wﬁ- —={AecV —Z) /\Q\xH —ce P)v (Q\XH —>a, e P)
%,—/
Moglichkeit 1 Maglichkeit 2
) (13.20)
(Q‘xH >eeP)v(Q—>ae P)
Moglichkeit 1 Maoglichkeit 2

0

Die obige, boolesche ,,Kurzung* durften wir vornehmen, da diese Bedingung gemaR der Definition
der Ubergangsfunktion immer erfllt ist. Es gilt nun, irgendwie den ,,Weg zuriick* zu finden vom
Zustand Q‘X‘_1 zum Zustand S. Aus (13.14) folgt:

xeT (M ')

)

5(S,a1) >Q, A

/\5(Q1,a2)3Q2 A

VANRRRVAN

AO(Quy )2 Qe
no (Q\x\—z ' a\x\—l) > Qs

(S—>a1QleP)/\
/\(Ql—>a2QzeP)/\

VANV

A (Q\XH - aix\sz\x‘,z € P) A
N (Q\X\—Z - a\x\—lQ‘X‘_l € P)

g

. (13.21)
S ? al “ee a‘X‘le‘X‘fl
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Oho. Wir wissen nun also, dass — falls ein Wort von unserem neuen Automaten akzeptiert wird, das
zugehdrige Nicht-Terminalsymbol Bestandteil der durch die Grammatik definierten Sprache ist.
Weiterhin wissen wir aus (13.20), dass der ,,letzte Zustand“ des Automaten in ein Terminalsymbol
tUbergeht. Daraus folgt:

XeT(M')
(X

S :;”"1 = %x—le—lj A (Qua = £<P)v(Qy, 2, <P)

Méglichkeit 1 Méglichkeit 2
0 (13.22)
S?al...qx_lj/\( S:G>a1...qx_quj
)
S :*>x
G
Die Mengen sind also identisch:
T(M')=L(G) (13.23)

13.3 Die Sprache ,a"b"™
Satz:
Die Sprache L:={a"b"|n>1} ist nicht regulr!

Beweis:

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis durch, und behaupten, L ist reguldr. Dann existiert auch ein
endlicher Automat M, welcher L akzeptiert:

L e REG

U

IDFAM : M =(Q,%,6,q,,F)
L=T(M)

(13.24)

Wir gehen davon aus, dass dieser Automat existiert und funktioniert. Wir betrachten diesen
Automaten nach der ,,Halfte* der Ausflihrungszeit, d.h. zu dem Zeitpunkt, an dem er die a’s
abgearbeitet hat, und die b’s noch nicht. Wir wéhlen ein Eingabewort, dass genau so viele a’s enthalt,
wie der Automat Zustande besitzt. Nach der Verarbeitung aller a’s befindet sich der Automat in einem
Zustand, den wir g nennen:

n=|qQ|

13.25
5(q01an)=q ( )
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Der Automat ist in dem Startzustand g gestartet, hat n Eingabezeichen verarbeitet, und hat
demzufolge n mal seinen Zustand gewechselt. AuRer dem Startzustand ¢ existieren noch (n-1) weitere
Zusténde. Daraus folgt, dass der Automat mindestens einen Zustand mehr als einmal angenommen
hat:

3q'€Q, i,j,kell:
(i=1) A (i+j+k=n) A

!

5(q0,a‘ ) =q A (13.26)
5(q.a')=q" A
5(q.a")=q

Fur den Automaten ist es logischerweise ,,egal®, ob er die Schleife ausfiihrt, oder nicht. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den beiden Eingabewortern a' und a'™ indifferent ist:

(g2 )=05| 5(0,.a'),a' |=5(q.a')=q'=5(q,.a") (13.27)
—

Das bedeutet ganz allgemein, dass man die Schleife auch weglassen kann, d.h. die a'’s aus dem
Eingabewort weglassen kann, ohne dass sich am Verhalten des Automaten irgendetwas andert:

8 (05,01 ) = 5(5(p,a"), a0 ) =
=5(5(gp,a" ), a0 ) =
zg(qO'ai+j+kbi+j+k):
=5(0,a"n")

Wir haben durch (13.24) definiert, dass Eingabewdrter der Form a"h" von dem Automaten akzeptiert

werden, d.h. den Automaten vom Startzustand aus in einen akzeptierenden Zustand versetzen. Das
gleiche Verhalten gilt demnach firr Eingabewdrter der Form a'**b"™*1*™* mit j>0:

al P e T (M)

U

5(q0,ai+j+kbi+j+k)e F

U

5(gp,a™ ") e F (13.29)
U

at I eT (M) Widerspruch!

U

L e REG

Unser Automat akzeptiert demzufolge auch Eingabewdrter der Form a
Bestandteil der gegebenen Sprache L sind. Die Sprache L ist nicht reguléar!

(13.28)

*kpi+i+k \welche aber nicht

13.4 Das Pumping-Lemma

Satz:

»Wenn man einen Automaten hat, und ein akzeptiertes Wort kennt, dessen Lange groRer ist als die
Anzahl der Zustdnde des Automaten, dann ist die durch den Automaten akzeptierte Sprache
unendlich.”

Seite 80/ 141



Theoretische Informatik 2

Wir haben im vorangegangenen Beispiel gesehen, dass es einen Zusammenhang gibt, zwischen der
Anzahl von Zusténden eines Automaten, der Lange eines Wortes der erzeugten Sprache, und der
Anzahl der Zustandsschleifen wahrend der Verarbeitung dieses Wortes.

Das Pumping-Lemma generalisiert diese Erkenntnis: Nach dem Pumping-Lemma gibt es flr jede
Sprache L eine bestimmte Wortlange n, ab welcher Worter, die in der Sprache enthalten sind,
zwangsweise solche ,,Schleifen enthalten:

VLeREG 3In>1 Vxel:
(X =n)=3u,v,wex :1) x=uw
2) 0<|v|<n (13.30)

3)u Vv wel Vix0
—
Schleife

Beweis:

Der Beweis verldauft dhnlich wie im vorangegangenen Beispiel. Wenn L reguldr ist, existiert auch ein
endlicher Automat M, welcher L akzeptiert:

LeREG

U

IDFAM : M =(Q,%,6,q,,F)
L=T(M)

(13.31)

Wir diirfen davon ausgehen, dass dieser Automat existiert, und dass er eine endlich Zustandsmenge
besitzt:

Angenommen, es existiert ein Eingabewort, welches von dem Automaten akzeptiert wird, und welches
genauso viele Buchstaben besitzt, wie der Automat Zusténde hat. Dann startet der Automat in dem
Startzustand qp, verarbeitet n Eingabezeichen, und wechselt demzufolge n mal seinen Zustand. Auf3er
dem Startzustand g, existieren noch (n-1) weitere Zustande. Daraus folgt, dass der Automat
mindestens einen Zustand mehr als einmal annimmt:

Ixel: |x|=n

U

5(q0 , X) eF

U (13.33)

39'eQ, u,weX’, veX':

x=uw A &(qu)=q" A 5(q.v)=¢ A S(9w)eF

"Schleife"

Fur den Automaten ist es logischerweise ,,egal®, ob, und wie oft er die Schleife ausfihrt. Daraus folgt,
dass der Automat zwischen den Eingabewdrtern der Form wv'w fiir i>0 indifferent ist:

§(q0,uviw)=5(5(6(q0,u),v‘),w):

=6| 5| 6(qe.u), V' |\ w|= (13.34)
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Daraus folgt:

uv'we L (13.35)
13.5 Entscheidbarkeit

13.5.1 Pradikate

Der Begriff des ,,Pradikates” ist der Pradikatenlogik als Teilgebiet der mathematischen Logik
entnommen. Ein Pradikat ist eine Aussage, die entweder wahr oder falsch ist. Ein Pradikat wird
zumeist als mathematische Funktion definiert.

13.5.2 Definition der Entscheidbarkeit

Sei S eine Menge, und p:S —{0,1} ein Pradikat mit

VseS: p(s)::{1 falls p(s) wahr (13.36)
0 falls p(s) falsch
Es gilt:
Problem (S,p) ist entscheidbar
J o (13.37)
3 Algorithmus/Programm A: VseS: A(s)= {(1)} =N p(s){g}
Entscheidbar sind z.B. folgende Fragen:
1. T(M)=?
2. T(M) endlich?
3. T(M) unendlich?
Die Beweise dafur erbringen wir im Folgenden.
13.5.3 Beispiel: Entscheidbarkeit der leeren Sprache
Behauptung:
Die Frage, ob T(M)=¢, ist entscheidbar.
Beweis:
Sei M =(Q,%,5,0,,F), n:=|Q|. Es gilt:
T(M)=0<| el :|x|<n=xgT (M) (13.38)

Entscheidbares Problem
Wieso?
»Hinrichtung*:

Diese Richtung ist trivial. Wenn der Automat Uberhaupt kein einziges Wort akzeptiert, dann erst recht
keines, das eine bestimmte Lange hat.

Ruckrichtung:

Hierfur bemuhen wir einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, dass der Automat alle Worter der
beschriebenen Lange nicht akzeptiert, aber es trotzdem Worter gibt, die der Automat existiert:
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Annahme:
(VXeZ*:
U
3y:(yeT(M))a(lyl=n)

Wir betrachten nun das kiirzeste dieser akzeptierten Worter, und nennen es x:

x|<n:>x¢T(M))/\(T(M)¢®)

x=zel “V’Z' eL=(|7]2]7)
GemaR Annahme (13.39) gilt fiir die L&nge dieses Wortes:
x|=n

Nach dem Pumping-Lemma gilt, dass dieses Wort in dem endlichen Automaten ,,Schleifen®
verursachen muss:

3%, Xy X5 1 (X = XXX, ) A (L%, <n) A (X%, € L)
U

x| <]

U

|%,%;| =n-1 Widerspruch!

(13.39)

(13.40)

(13.41)

(13.42)

Das bedeutet, dass es automatisch auch ein Wort geben misste, welches ebenfalls akzeptiert wird, aber

gegen die Annahme (13.39) verstofit. Also gilt (13.38), und damit gilt:
T(M)=@ ist entscheidbar!

13.5.4 Beispiel: Entscheidbarkeit der unendlichen Sprache

Behauptung:
Die Frage, ob T(M) unendlich ist, ist entscheidbar.
Beweis:
Sei M =(Q,Z,5,0,,F) ein DFA, n:=|Q|. Es gilt:
T(M) unendlich < 3xeT(M):(n<|x/<2n-1)
Entscheidbares Problem
Wieso?

Ruckrichtung:

(13.43)

(13.44)

Wenn ein Wort von dem Automaten akzeptiert wird, und genauso viele oder mehr Buchstaben besitzt,

wie der Automat Zustande, dann ist gemal dem Pumping-Lemma eine Schleife in dem
Automatenablauf, die ,,aufgeblasen werden kann*:

(xeT(M))A(|x|=n)

U

3u,v,w: (uvw = x)A({uv‘w|i 20} cT(M ))
U

T (M) unendlich
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»Hinrichtung*:

Wir gehen von der Menge aller Worter aus, die von dem Automaten akzeptiert werden, und langer
sind als 2n-1. Falls diese Menge leer ist, bedeutet das, dass die erzeugte Sprache ohnehin nicht
unendlich sein kann. Wir gehen davon aus, dass diese Menge nicht leer ist. Aus dieser Menge greifen
wir uns dann eines der kiirzesten Wérter heraus, und nennen es y:

SZZ{X‘(XET(M))/\(|X|ZZH)} (13.46)
S = !
y:=z«sS|Vz'eS:|z'|2|z| (13.47)

Da dieses Wort immer noch mehr Buchstaben besitzt, als der Automat Zusténde, schlagt das Pumping-
Lemma zu, und wir kénnen eine ,,Schleife* aus diesem Wort entfernen:

[v|zn

U Pumping-Lemma

Hu,v,wz(uvwzy)/\(ls Iv| < n) /\(UWeT (M ))

U 1<)y (13.48)
juw] <[y|=uvw

U

luw|<2n-1

Damit haben wir schon die halbe Miete. Wir wissen nun, dass es automatisch ein akzeptiertes Wort
geben muss, welches eine Lange kleiner oder gleich 2n-1 besitzt. Nun gilt es noch zu zeigen, dass
dieses Wort auch eine Lénge von groRer oder gleich n besitzt:

] = o || min jav) - max(v)

U M <njuw] = 2n

luw|>2n—n (13.49)

U

luw|>n
Damit ist der Beweis vollbracht. Es gilt also:

(uweT(M))A(n<|uw<2n-1) (13.50)
Also gilt (13.44), und daraus folgt:

"T (M) unendlich?" ist entscheidbar! (13.51)

13.5.5 Beispiel: Entscheidbarkeit der endlichen Sprache

Behauptung:
Die Frage, ob T(M) endlich ist, ist entscheidbar.
Beweis:
T(M) endlich < —(T(M) unendlich) (13.52)
Somit gilt:
"T (M) endlich?" ist entscheidbar! (13.53)
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13.5.6 Beispiel: Entscheidbarkeit der Schnittmenge

Behauptung:

Die Frage, ob fiir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,)NT (M, )= gilt, ist

entscheidbar.

Beweis:

Es ist bekannt, dass die Schnittmenge zweier regularer Automaten (bzw. Mengen) wieder regular ist:
T(M,),T(M,)eREG
U (13.54)
T(M)=T(M,)nT(M,)eREG

Wir haben bereits bewiesen, dass es fir einen einzelnen Automaten entscheidbar ist, ob er eine leere

Sprache akzeptiert, oder nicht:

T(M )= ist entscheidbar! (13.55)

13.5.7 Beispiel: Entscheidbarkeit der Teilmenge
Behauptung:

Die Frage, ob fiir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,) =T (M,) gilt, ist
entscheidbar.
Beweis:

Wir fahren den Beweis (ber eine weitere Behauptung, die wir zuerst beweisen:

Behauptung a.:

(T(M)T(M,))=(T(M,)NT(M,)=2) (13.56)

Beweis a:
,»Hinrichtung*:
vx:(xeT(M,))=(xeT(M,))
U
vx:(xeT(M,))=(xeT(M,))
Y (13.57)
VX:(X eT(Mz))b(XET(Ml))
U
T(Ml)mT(M2)=@
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Ruckrichtung:
Beweis Uber Contraposition (— = —):
T(M,)£T(M,)
U
Ix:(xeT (M) A(xeT(M,))
U (13.58)
Hx:(XET(Ml))/\(x eT(MZ))
U
T(M)NT(M,)=D

Also gilt die Behauptung o! Weiter im Beweis...
Wir konstruieren uns gedanklich einen dritten Automaten:

T(M)=T(M,) (13.59)
U

Unter Zuhilfenahme von (13.56) folgt daraus:
(TM)cT(M,))=—(T(M)NT(M)=D) (13.60)

Wir haben aber bereits in ,,13.5.6 Beispiel: Entscheidbarkeit der Schnittmenge* gezeigt, dass die
Frage, ob die Schnittmenge der durch zwei endliche Automaten definierten Sprachen nicht leer ist,
entscheidbar ist. Damit ist der Beweis erbracht:

T(Ml)éT(Mz) ist entscheidbar! (13.61)

13.5.8 Beispiel: Entscheidbarkeit der Aquivalenz
Behauptung:
Die Frage, ob fiir zwei beliebige, endliche Automaten My und M, T(M,)=T(M,) gilt, ist
entscheidbar.
Beweis o
Wir kdnnen den Beweis nun auf bereits Bewiesenes zuruickfiihren:
T ( Ml) =T ( M 2)
(i (13.62)
(T(My) =T (M,))A(T(M,) =T (M,))

Den Beweis, dass dieser Zusammenhang entscheidbar ist, haben wir in ,,13.5.7 Beispiel:
Entscheidbarkeit der Teilmenge* erbracht. Daraus folgt:

?

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.63)
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Beweis B:

Wir konstruieren uns zwei minimale Automaten, die dquivalent zu den beiden gegebenen Automaten
sind. Dann gilt:

M, := Nerodeautomat (M, ), M, = Nerodeautomat (M, )
U (13.64)

T(Ml)=T(M2)<:>T(Ml'):T(M2')

Vorausgesetzt, dass die beiden Automaten wirklich die selbe Sprache definieren, mussen die
dazugehdrigen Nerode-Automaten isomorph sein, d.h.:

Jlsomorphismush: h:M, > M, (13.65)

Es ist nun moglich, alle denkbaren Abbildungen von Ml' nach Mz' auszuprobieren, und festzustellen,

ob eine davon ein Isomorphismus ist. Es kann kein Isomorphismus dabei sein, wenn die Automaten
nicht identisch sind... Auch hieraus folgt:

?

T(M,)=T(M,) ist entscheidbar! (13.66)

13.6 Kontext-freie Grammatiken
Definition:
Eine Grammatik G =(V,Z, P, S) heilt "kontextfrei"

g or (13.67)
vpeP: pe(V-3)xV~

Im Gegensatz zur normalen Grammatik stehen hier auf ,,der linken Seite* der Produktionen also
lediglich Nicht-Terminalsymbole, und auch immer nur eines davon. Bei der normalen Grammatik
standen hier auch Terminalsymbole, und dazu noch beliebig viele (konkateniert).

13.6.1 Beispiel zur Kontext-freien Grammatik

Gegeben sei die Grammatik:

G:=(V,%,P,S)
vi={s.ab) (13.68)
T ={a,b} '
P:={S —aSa,S »>bSh,S — &}

Behauptung:
L(G)z{WWR We{a,b}*} (13.69)

,»R" bedeutet in diesem Zusammenhang das ,,umgedrehte Wort“. Die Grammatik beschreibt also
Palyndrome.

Beweis:
Wir fuhren den Beweis mittels vollstandiger Induktion Uber die Lange der Produktionen durch.

Induktionsbehauptung:

Vn>1xeX': Sox < (x=wsw® AW =n)v (x=ww Alw=n-1) (13.70)
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Induktionsverankerung (n=1):
,»Hinrichtung*:
S :1> X
U
(x=aSa)v(x=bSb)v(x=¢) (13.71)
U
(x =wsw" [w] :1)\/ (x = ww"||w| = O)
Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:
Sei (x=wsw ) A (jw|=1)
U
(x=aSa)v (x=bSh) (13.72)
U

(S:l>a8a=xjv(8:l>b8b:xj

Fallunterscheidung, Fall 2:
Sei (x = WWR)/\(|W| =0)
U

X=¢& (13.73)
U

1
S=e=X

Induktionsschritt (n—n+1):
»Hinrichtung*:

n+l

S=xX

U

n 1
S=>x'=X

U (13.74)
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Die ,,Kirzung“ in dem obigen Ausdruck ist erlaubt, bzw. muss sogar sein, weil in diesem Fall kein
Nicht-Terminalsymbol (d.h. S) mehr in dem Wort enthalten wére. Es gabe keine Produktion, die es
erlauben wiirde, das Wort noch weiter zu verandern.

y

(X=WaSaWR)\/(X=WbSbWR)\/(X=WWR) (13.75)
U

((x =w'SW*)A(lw=n +1))v ((x =ww ) A (|w] = n))

Ruckrichtung:
Fallunterscheidung, Fall 1:

Sei (x =WSWR)/\(|W| =n+1)

U
((x = w'aSaw'? ) v (x = w'bhSbw'? )) A(Jw]=n)
U
S WSW* A ([W’SW’R ~ wasaw”™ ) v (W'SW'R — wbSbw"® D (13.76)
U
(S gw’aSaw’Rj v (S n:+>1w’bSbw'R)
U
n+1l
(S :>WSWR]

Fallunterscheidung, Fall 2:
Sei (x=ww*) A (jw/=n)
U
(séwszjA(wsz éwij (13.77)
U

n+l R
S=>ww
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14 Vorlesung vom 25. Mai 2000
14.1 Ableitungen von Wortern in kontextfreien Grammatiken

14.1.1 Ableitungen

Durch Ableitungen auf einer kontextfreien Grammatik formt man Nichtterminalsymbole in einem
oder mehreren Ableitungsschritten auf Konkatenationen von Terminal- und Nichtterminalsymbolen
um. Diesen Vorgang wollen wir ndher betrachten.

Sei G = (V 2, P, S) eine Grammtik, dann wir eine Sprache L(G), die von dieser Grammatik generiert

wird. Hier und im Folgenden sei V die Menge der Nichtterminalsymbole und X die Menge der
Terminalsymbole. Die Produktionen P dieser Grammatik wandeln (auch resubstitiuieren, ersetzen)

Nichtterminalsymbole A in Folgen von Nichtterminal- und Terminalsymbolen (V uE)* um.

Ao X" mitAeV,X e(VuUz) (14.1)

Eine Produktion aus P: A— A3 angewandt auf a:Ay mit o,y €(V UZ)" liefert
aAy = afly (14.2)

Damit ist = eine Relation auf der Menge der vereingten Terminal- und Nichtterminalsymbole
(V UX) und bezeichnet die Anwendung einer einzelnen Produktion. Die Anzahl der angewandten

Produktionen, d. h. die Ableitungsschritte, kann tiber den Doppelpfeil geschrieben werden. Erfolgt die
Ableitung der linken auf die rechte Seite in n Schritten, schreibt man entsprechend ein n (iber den
Doppelpfeil.

Bildet man den transitiven Abschluf? (transitive Hille) der Relation, so bedeutet das die Ableitung
tber alle mdglichen Schritte bis keine weiteren Ableitungen mehr maéglich sind.

G=>a,=>.. =, 143
o =a,

Reflexivitat gilt, da dies dem Anwenden keiner Produktion auf ein Nichtterminalsymbol entspricht. Es
gilt somit immer

*

a=a (14.4)

Mit dieser Relation als Hilfsmittel zur Beschreibung von Ableitungen 1aBt sich die von der Grammatik
G generierte Sprache L(G) beschreiben

L(G)z{X|XeZ*/\S:*>X} (14.5)

Die Sprache L(G) besteht aus Zeichenketten, die nur Terminalsymbole ( x € ) enthalten und durch

beliebig viele Ableitungsschritte ausgehend vom Startsymbol S erzeugt (S : X ) werden. Hierzu drei
Anmerkungen

1. Eine Sprache ist kontextfrei, wenn sie von einer kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

2. Wahrend Zeichenketten bestehend aus Terminalsymbolen (Alphabet) Worter der Sprache genannt
werden, heilRen die Zwischenschritte der Ableitung bestehend aus Nichtterminal- und - wenn nétig
- Terminalsymbolen Satzform.

3. Zwei Grammatiken G;, G, sind dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache generieren
(L(Gy) = L(Gy)).

Seite 90/ 141



Theoretische Informatik 2

14.1.2 Ableitungsbdume

Ableitungen lassen sich mit Ableitungsbdumen (auch Parse-Baume genannt) visualisieren. Jede
kontextfreie Grammatik kann mit Ableitungsbaumen beschrieben werden. Die Knoten solcher B&ume
sind Terminal- und Nichtterminalsymbole. Die Wurzel ist immer ein Nichtterminalsymbol, wéhrend
Terminalsymbole nur in Blattern auftreten. Betrachtet man den gesamten Ableitungsbaum, ist die
Wurzel das Startsymbol der Grammatik.

Teilbdume eines Ableitungsbaumes sind Baume mit einem Nichtterminalsymbol A als Wurzel und
allen sich daraus ergebenden Kinderknoten. Die Anzahl der Knoten ist kleiner als die des gesamten
zugrundliegenden Baumes, erseidenn der Teilbaum ist gleich dem Ableitungsbaum. Solche Teilbdume
werden nach ihrer Wurzel genannt. Heif3t die Wurzel also A spricht man von einem A-Baum.

Damit 1&Bt sich jede Produktion einer Grammatik als Teilbaum beginnend mit der linken Seite als
Wurzel und den 1 bis n Symbolen der rechten Seite als Kinderknoten darstellen. Die Symbole der

rechten Seite seien abgekiirzt mit X,, X,,..., X, mit X;e(VuUZz)

(#)

m

X)) X

Abbildung 27 - Ableitungsbaum einer Produktion

Fir einen Ableitungsbaum einer Grammatik G = (V,Z, P,S) gelten folgende Regeln

1. Jeder Knoten représentiert ein Symbol X eV UZ U{e}.

2. Die Wurzel stellt das Startsymbol der Grammatik dar.

3. Alle inneren Knoten sind Nichtterminalsymbole, da kontexfreie Grammatiken nur solche auf der
linken Seite der Produktionen stehen haben. Entsprechend sind alle Terminalsymbole Blatter, aber
nicht notwendigerweise alle Blatter Terminalsymbole.

4. Wenn ein Knoten ein Nichtterminalsymbol A reprasentiert und die Kinderknoten X;, Xs,...Xn hat,
dann gibt es eine Produktion aus der Menge der Produktionen von G mit A— X, X,... X, (siehe
Grafik vorangegangener Absatz).

5. Knoten, die das leere Wort ¢ reprasentieren, sind immer Blatt, da sie das einzige Kind eines
Knoten mit Nichtterminalsymbol darstellen (sogenannte e-Produktionen, wie wir spéter sehen
werde). Aus dem leeren Wort kénnen keine Abbildungen erfolgen und es kann ausschlieRlich auf
das leere Wort und nicht auf Konkatenationen mit dem leeren Wort abgebildet werden, da sonst
die restlichen Symbole der rechten Seite und nicht das leere Wort die Kinderknoten darstellen
wiirden.

‘ aber nicht: oder:

SENCIONCES

Abbildung 28 - richtige und falsche Ableitungsbaume von e-Produktionen
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14.1.3 Beispiel fur einen Ableitungsbaum
Gegeben sei eine Grammtik

G =({S,A}.{a,b},P,S)

(14.6)
P={(S—>aAS|a),(A—>SbA|ba|b)}
Das erste und letzte Zeichen der Worter der zugehérigen Sprache sind also immer a. In der Mitte
kénnen b und a in mehrfacher Ausfihrung auftreten. Fir das Wort
aabbaaeL(G) (14.7)
kann man folgende Ableitung mit dem entsprechenden Ableitungsbaum angeben.
S — aAS — aSbAS — aabbaa (14.8)

Abbildung 29 - Beispiel Ableitungsbaum fur Wort aabbaa

Als ,yield* oder ,,Front” bezeichnet man die Zeichenkette, die sich ergibt, wenn man die Blatter des
Baumes perorder von links nach rechts abliest. In diesem Beispiel ist die Front das Wort aabbaa, es
muf sich aber nicht ausschlieBlich um Terminalsymbole handeln, auch Nichtterminalsymbole sind je
nach Grammatik mdglich (bei Grammatiken, bei denen Blatter auch Nichtterminalsymbole sein
kodnnen).

14.1.4 Die Beziehung zwischen Ableitungsbdumen und Grammatiken

Die Zusammenhéange zwischen Ableitungsbdaumen und Ableitungen wurden im vorangegangenen
Abschnitt nur exemplarisch und beschreibend dargelegt. Dies kann auch formal geschehen, wie im
Folgenden gezeigt wird. Dazu wird wieder auf die Pfeilrelation zur Darstellung der Abbildungen und
insbesondere auf die transitive Hulle dieser Relation zurlickgegriffen.

Satz:

Fir eine kontextfreie Grammatik G =(V,Z, P,S) gilt S=a genau dann, wenn ein Ableitungsbaum
flir G mit der Front (yield) o existiert.

(S :*>aj < 3 Ableitungsbaum fir G mit Front « (14.9)
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Beweis:

Da eine < Beziehung vorliegt, muB in beide Richtungen bewiesen werden, was sich hier aber sehr
ahnlich gestaltet. Zunéchst die

,»Hinrichtung*

Geht man von einem Baum aus und will damit die Ableitungsschritte zeigen, so beweist man per
Induktion Uber die Anzahl der inneren Knoten. Anstatt des gesamten Ableitungsbaums vom
Startsymbol S aus, wéhlen wir eine Ableitung der Form

5

A=a (14.10)

von einem beliebigen Nichtterminalsymbol A zur Front o aus.
Induktionsverankerung (Anzahl innerer Knoten = 1)

Es handelt sich um eine einzelne Produktion aus G. Aus dem inneren Knoten A folgen n verschiedene
Terminal- und Nichtterminalsymbole X3,X,,...,X, als Front des Ableitungsbaumes. Die bereits weiter
oben verwendete und hier nochmals abgebildete Grafik verdeutlich dies

()
X ) %

Abbildung 30 - Ableitung bei einem einzelnen inneren Knoten

Formal ausgedruckt ist der Satz fur die Hinrichtung bei einem inneren Knoten bewiesen

A X, X,...X, =«
(14.11)

1 *
A—-a=A=a
Induktionsschritt:

Gelte die Behauptung nun fir Teilbdume mit k - 1 inneren Knoten und sei o die Front eines A-Baums
mit k inneren Knoten (k > 1). Die Kinderknoten eines solchen Wurzelementes A kdnnen nicht alle
Blatter sein, da wegen k groRer eins mindestens ein Kinderknoten innerer Knoten (bzw.
Nichtterminalsymbol) ist.

Die Kinderknoten seien von 1 bis n durchnummeriert und mit X;,Xs,..., X, bezeichnet. Dies entspricht
wieder einer Produktion der Grammatik

A X, X,... X, (14.12)

Wegen k groRer eins ist eines der X; Nichtterminalsymbol. VVon diesen nichtterminalen X; verzweigen
die verbleibenden k - 1 inneren Knoten.
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()
) (%) o (%

Abbildung 31 - lllustration eines A-Baum

Wenn X; kein Blatt ist, dann ist X; also Nichtterminalsymbol und Wurzel eines Unterbaums. Dieser
Xi-Baum habe die Front ou. Ist ein X; allerdings Blatt und somit Nichtterminalsymbol, dann sei
Xi = 0. Fur j <isind ein X; sowie etwaige Kinderknoten in Front des A-Baums weiter links von

einem X; mit seinen Kinderknoten. Dann setzt sich die Front o des A-Baums folgendermalen
zusammen

a=a,q,...a, (14.13)

Die Grafik illustriert das mit der Darstellung von X;- und X;-Teilbaume nochmal

®
e X)X

Abbildung 32 - A-Baum mit Kinderknoten und Xj-/Xi-TeilbAumen

Da A-Baume k innere Knoten enthalten, ist die maximale Anzahl von inneren Knoten bei X;-Baumen
entsprechend k - 1. Ausnahme ist natirrlich der Fall, dass ein X;-Baum genau der A-Baum ist, was aber
hier unbeachtet bleiben soll. GemaR Induktionsannahme, dass der Satz in Hinrichtung fiir Baume mit
inneren Knoten k < 1 bereits bewiesen sei, folgt

X, =a,  Vi|X, #Blatt (14.14)

Falst man diese Teilableitungen fir jedes X; zusammen, ergibt sich fur die Front des A-Baums

* *

1 % %
A= X X, . X =a X, X, =2ao,X,.. . X, =...=Daa,...a, (14.15)

Damit gilt A:*>a . Wenn dies fiir alle Nichtterminalsymbole A gilt, dann auch fiir das Startsymbol S.
Allerdings handelt es sich bei der durchgefiihrten AbG =(V, X, P, ) leitung nur um eine mogliche
Ableitung des Ableitungsbaumes.
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Die Ruckrichtung des Beweises erfolgt analog. Hier wird von einem gegebenen A=« auf einen
Ableitungsbaum geschlossen. Da sowohl Hin- als auch Riickrichtung in der Vorlesung ausgespart
wurden, wird an dieser Stelle auf eine weitere Darlegung verzichtet, zumal die Ahnlichkeit von
Ruckrichtung und Hinrichtung sehr hoch ist. Stattdessen gehen wir lieber zum néchsten Thema.

14.1.5 Linksableitung

Werden in einer Ableitung die Produktionen immer zuerst auf die am weitesten links stehenden
Nichtterminalsymbole angewandt, dann spricht man von einer Links- oder leftmost-Ableitung.
Wendet man die Produktionen hingegen immer auf die rechte Seite an, so spricht man von Rechts-
bzw. rightmost-Ableitungen.
Definition:
Fur eine kontextfreie Grammatik ist eine Linksableitung (leftmost)

1

X2y & X=UAx A Yy=Ufa (14.16)

uex,ae(V-3),AeV,(A—> p)eP

Die formale Definition sagt aus, dass in einem Ableitungsschritt (mit der Anwendung einer
Produktion) immer das am weitesten links stehendene Terminalsymbol (das ist hier das A, gefolgt von
einer belieben Kombination o aus Nichtterminal- und Terminalsymbolen) zuerst abgeleitet wird.
Daraus folgen Ableitungen in n und beliebig vielen Schritten (transitive und reflexive Hille).

n

X2y Ableitung in n Schritten
m

5

X=y transitive Hille (14.17)

+

X2y reflexive Hiille
m

14.1.6 Eindeutigkeit

Wenn es eine Ableitung

1 1 1 1 1
S=X=2DX=2 X=X, (14.18)

gibt, dann existiert genau ein entsprechender Ableitungsbaum. Existiert umgekehrt ein
Ableitungsbaum B mit der Front o (wie in den vorangegangenen Ausfiihrungen mehrfach
aufgetreten), dann gibt es im allgemeinen mehrere Ableitungen, die diesem Baum entsprechen.
Allerdings gibt es nur genau eine Linksableitung fiir diesen Ableitungsbaum B.

Damit lassen sich Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit von Grammatiken definieren.
Definition:
Fur eine kontextfreie Grammatik G gilt
G eindeutig < Vx € L(G): x hat nur einen Ableitungsbaum (14.19)
und analog
G eindeutig < Vx € L(G): x hat nur eine Linksableitung (14.20)

Weiter ist eine kontextfreie Sprache L eindeutig, wenn es eine eindeutige kontextfreie Grammatik G
gibt, fir die L = L(G) gilt.

Umgekehrt heilt eine kontextfreie Sprache L inhdrent mehrdeutig, wenn keine eindeutige kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) existiert.
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14.2 Vereinfachung kontextfreier Grammatiken

Grammatiken fiir kontextfreie Sprachen kdnnen tberfllissige Produktionen und Nichtterminalsymbole
enthalten. Mit verschiedenen Verfahren u. a. auch dem Umstellen auf Normalformen kdnnen
Grammatiken auf einen einheitlichen und leichter zu untersuchenden Stand gebracht werden. In
diesem Protokoll soll es um Entfernung von e-Produktionen gehen. Das sind Produktionen, bei denen
auf der rechten Seite das leere Wort steht.

14.2.1 e-Produktionen

Solche Léschmdglichkeiten (auch Deletion genannt), sind fiir die Definition einer Sprache durch eine
Grammatik nicht notig. Eine Ausnahme muf gegeben sein, wenn die Sprache das leere Wort enthélt.
Dann kann das Startsymbol ins leere Wort tibergehen. Enthélt die Sprache das leere Wort nicht, so ist
auch diese Produktion nicht nétig. Wir werden mit dieser Vorstellung zeigen, dass es zu beliebigen

kontextfreien Sprachen L L — X" eine kontextfreie Grammatik gibt, die nur eine oder keine ¢-
Produktionen enthélt.

Definition:
Zu einer kontextfreien Sprache L — X" existiert eine kontextfreie Grammatik G = (V V2, P,S) mit den
Eigenschaften

1. L=L(G) (14.21)
2. VAeV —{S}:(A>¢e)¢P (14.22)
3. S—seeocel (14.23)
4. S erscheint auf keiner rechten Seite einer Produktion (14.24)

Die Sprache L wird also von der Grammatik G erzeugt und verzichtet dabei auf e-Produktionen.
Lediglich der Ubergang S — ¢ wird zugelassen, wenn das leere Wort Bestandteil von L ist.

Beweis:

Fir jede kontextfreie Sprache L existiert eine kontextfreie Grammatik G =(V,%, P, S) mitL = L(G").

Um auf die Sprache G zu gelangen, sind zwei Schritte zu gehen. Zunéchst werden alle
Nichtterminalsymbole aussortiert, die direkt oder tiber mehrere Produktionen zum leeren Wort ¢
fihren.

V,={A(A>¢)eP]
V2={A|(A—>a)eP'/\aeV1*} (14.25)
V,={A(A>a)eP raeV,,|

Damit werden schrittweise alle Nichtterminalsymbole in V; tbernommen, die direkt oder tiber andere
Vj mit j <izum leeren Wort fiihren. Da die Anzahl der Symbole in V’ nicht unendlich ist, sind nach N
Lé&ufen alle Nichtterminalsymbole gefunden, die direkt oder direkt aber nach maximal N Ableitungen
zum leeren Wort kommen.

V, =V, -1
(14.26)
Vi =Vy VK
V,, sind dann die l6schbaren Nichtterminalsymbole, d. h. Symbole, die mit endlich vielen
Ableitungsschritten ins leere Wort € Uberfuhrt werden kénnen. Das wird in bekannter Notation
festgehalten:
A=s < AcV, (14.27)
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Daraus folgt
S:*>S<:>S€VN (1428)
eeLe S eV,

Nachdem die I6schbaren Nichtterminalsymbole gefunden wurden, werden im zweiten Schritt die
Produktionen auf Basis der verbliebenen Symbole umgebaut.

A Y XY, . XY X | X Y ),
PlZP'U _>X1122 n'n n+1| |€((V n)u ) (1429)
A XAXA, . XA, P Y e{A sl A eV,
P,=P—-{A>¢|(A>e)eR] (14.30)
P=P,u{S—>S}tu{S'>¢eleel} (14.31)

Daraus wird anschaulich klar, dass die Sprache L mit der so entworfenen Grammatik
G =(V'u{S} 2, P,S) generiert werden kann und die Grammatik Uber die in der Definition

vorgegebenen Eingenschaften verfligt.
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15 Vorlesung vom 30. Mai 2000
15.1 Reduktion von Grammatiken

15.1.1 Definition Brauchbarkeit von Nichtterminalsymbolen

Sei G =(V ,Z,Y,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann ist ein Nichtterminalsymbol AeV -

definitionsgemal dann nicht-tberfliissig (brauchbar) wenn damit ein Wort generiert werden kann, und
es vom Startsymbol aus erreichbar ist.

Formal bedeutet das:

*

JweX i A=w (15.1)

und auch:

3x,y eV :S=xAy (15.2)

Die Umkehrung gilt dann natiirlich auch. Ein Nichtterminalsymbol A heifl3t dann tberflissig, wenn A
nicht (nicht-lberflussig ist). Also genau dann wenn die oben erwahnten zwei Bedingungen nicht
zutreffen.

Satz:

Fur jede kontextfreie Sprache L (welche von einer kontextfreien Grammatik erzeugt wurde) gibt es
eine kontextfreie Grammatik G =(V,%,P,S) mit:

1. L=L(G) und
2. G hat keine uberflussigen Symbole

Diese Grammatik kann man auch eine ,,reduzierte Grammatik“ nennen.

Beweis:

Sei nun die Sprache L kontextfrei. Dann existierte eine kontextfreie Grammatik G':(V '3, P‘,S) mit

L= L(G ) Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Dabei ist zu beachten, dass es wichtig ist, die
Reihenfolge der beiden Schritte genau einzuhalten. Aber dazu spater:

e Schrittl: Man bilde die Menge V, indem man all die Nichtterminalsymbole auswéhlt, welche
direkt ein Terminalsymbol generieren kénnen. Rekursiv fahrt man dann fur V, fort all die

Nichtterminalsymbole in die Menge aufzunehmen, die Nichtterminalsymbole enthalten, die
Terminalsymbole erzeugen. Da die Zeichenmenge endlich ist muss es ein N geben, fur das die
zwei so entstandenen Mengen V,, =V, _; gleich sind. Alle weiteren Mengen V,,,, sind dann auch

gleich. Formal ausgedriickt bedeutet dies:

V. =5 {A|JA>xeP xex| (15.3)
Vo= V., U{A‘A—nx ePlac(V,, uz)*} (15.4)
AN :V, =V, undesgilt vV, =V,,VK (15.5)

Nun betrachtet man alle Symbole in V,, . Man sieht, dass sie alle Terminalsymbole generieren. Die

Umkehrung gilt auch, wird ein Terminalsymbol generiert, so ist das dafiir verantwortliche
Nichtterminalsymbol in V,, . Die Sprache ist genau dann leer, wenn dass Startsymbol nicht in V

ist. Man definiert nun die Grammatik G =, (V,£,P,S). Hierbei ist V beschrankt auf
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Nichtterminalsymbole, welche in Terminalsymbole tiberfiihrt werden kénnen und P ist die
Menge der Produktionen, welche Terminalsymbole produzieren.

Formal:

Iwer mitA>we AcV,

L=< SeV,

G =y (V,Z,P,S) mit (15.6)
V=5 Vn(V,uZ)=V, Uz

P =y P'm(\7x\7*)

Somit haben wir nun nur noch Nichtterminalsymbole, welche in Terminalsymbole tberfiihrt
werden konnen.

e Schritt 2: Nun gilt zu Gberpriifen welche Symbole eigentlich erreichbar sind. Dazu betrachtet man
alle Nichtterminalsymbole A, welche auf der Rechten Seite einer Produktion auftauchen. Man
definiert rekursiv die Ubernahme aller Nichtterminalsymbole A, welche (iber ein weiteres
Nichtterminalsymbol B erreichbar sind, das wiederum vom Startsymbol erreichbar ist. Auf diese
Weise bekommt man alle Symbole, welche in Terminalsymbole tberfuihrt werden kénnen und die
vom Startzustand aus erreichbar sind. Ist dann einmal Gleichheit von zwei aufainander folgenden
Mengen H, und H,_, erreicht, so bleibt diese Gleichheit bestehen. Dieser Fall muss auftreten, da

der Symbolvorrat endlich ist.

Formal driickt man das so aus:

Ho =of {S|S e\7} (15.7)
H, =5 {AlS > aABeP.a,feV | UH, (15.8)
H, =5 {AlB>aABeP,BeH, a,feV }UH,, (15.9)
IN:H,=H,, = H,,=H, VK (15.10)

Ein Nichtterminalsymbol A ist also dann enthalten, wenn es erreichbar ist. Wieder gilt auch die
Umkehrung. Ist ein Element erreichbar, so ist es auch in der Menge enthalten. Schlielich ist V
um all die Nichtterminalsymbole reduziert, die nicht erreichbar sind. Ebenso werden die
Produktionen aus P genommen, welche nicht verwendet werden kdnnen.

Formal:
AeH, & S=aAp,a,feV’
V=5 Vn(H,UuZ)=H,uUZ (15.11)
P=y P(VxV7)
15.1.2 Das Problem der Ausfiihrung der beiden Schritte

Kann nun Schritt 2 das Ergebnis von Schritt 1 kaputtmachen? Angenommen es gébe kein Wort w,
welches von A erzeugt wird. Dann muss aufgrund von Schritt 1 ein Symbol existieren, das Abgeleitet
werden konnte, jedoch aufgrund von Schritt 2 entfernt worden ist. Die Produktion war also nicht
erreichbar. Formal:
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*

angenommen A= w, Vw

dann gilt nach Schritt 1 : A:laBﬂ = ay/,B:*>W

aufgrund von Schritt 2 : {B,y} ¢ (H, v 2)*

Da aber A erreichbar ist, ist auch B und alle Nichtterminalsymbole in » erreichbar.

Die Antwort darauf ist also Nein, jedoch ergibt sich ein Problem wenn man Schritt 2 vor Schritt 1
ausfihrt. Dies wird durch das folgende Beispiel deutlich:

Beispiel:
Fur nebenstehende Grammatik ergibt sich durch den ersten Schritt zunéchst:
V,={C,D,F
S— AD =t }
S D Hier wurden also die Nichtterminalsymbole genommen, die direkt in
Terminalsymbolen enden.
A—BC
B —bB V,={C,D,F}u{S}={S,C,D,F}
C—cC Nun wurde das Startsymbol aufgrund der Produktion S — D Gbernommen.
C—oc
V,=1{S,C,D,F!=V, =V
D—d ? { } 2
E_sf Die weitere Betrachtung zeigt, dass keine weiteren Nichtterminalsymbole
tibernommen werden missen also folgt:
\7={S,C,D, F.bcd,f}
P: S»D
C—>cC o . ] o=
C e Mit P wie nebenstehend definiert, kann man die Grammatik G = (V 2, P,S)
D d aufstellen.
Fof
Fur den zweiten Schritt ergibt sich dann:
H, = {S}
P: S5D M, ={S}{D]
D—d HZZ{S'D}:leHN

Dabei wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das
Startsymbol eingeschlossen, das einzige von dort aus zu erreichende Symbol ist dann
D gewesen.

Was passiert nun, wenn man diese Reihenfolge vertauscht?
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Durch die Anwendung des zweiten Schrittes zuerst ergibt sich:

S —»> AD
H, :{S}
5—D H,={S} U{A D}
A— BC b '
8 bB H, ={S,A D} U{B,C}
C 5 cC H,={S,AD,B,C}=H,=H,
C—c Dabei wurde jeweils nach der Erreichbarkeit der Symbole gesehen. Zuerst wird das
D—>d Startsymbol eingeschlossen, dann Gbernimmt man die Symbole A,D und schlieBlich
noch B,C.
Wendet man nun den ersten Schritt an, so tibernimmt man zuerst C,D und kommt
zu:
P: s»>D V.={C,D}
C—¢cC  nun nimmt man noch das Startsymbol hinzu, da gilt S > D:
C—oc
V,={C,D}lui{S}{=1{S,C,D
o_o  V.={c.Djuisj={s.c.p)

Fir alle folgenden Iterationen gilt:

V,={S,C,D} =V, =V,

Man bekommt also ein anderes Ergebnis. Die Uberflissigen (nicht erreichbaren) Produktionen
C —¢C und C — c wurden mit ubernommen. Der Grund dafur liegt hier bei der Produktion
A — BC hier kann B nicht in ein Terminalsymbol tberfiihrt werden. C hingegen kann in ein
Terminalsymbol Gberfihrt werden. Es ist also wichtig die Reihenfolge einzuhalten.

Wie kann man die Grammatik nun noch weiter minimieren?
15.1.3 Zyklische Produktionen

Seinun G eine Grammatik. Dann heifit A— B e P eine zyklische Produktion. Da wir eine
kontextfreie Grammatik gegeben haben, kann man zyklische Produktionen herausschneiden. Die
Ableitungsschritte der zyklischen Produktionen miissen dann jedoch simuliert werden.

Satz:

Sei L — X" eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit:
1 L=L(G)
2. YVABeV-X:A—>BgP
Beweis:
Sei G'=(V',%,P",S) eine kontextfreie Grammatik mit L(G")=L. Dann gilt fiir alle AeV —X:
V.” ={B|]A—>BeP
VARNSVAL= RV {C‘B 5CecP'AB eVA(M)} (15.12)

aN v, M =y, M Ak =00y, =y, N0
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Als neue Produktionen gelten also die ,,alten” Produktionsregeln, ohne zyklische Produktionen, jedoch
erweitert um die Produktionen, die durch den Zyklus erreicht werden kdnnten.

P=o [P-{A>BlA>BeP]]U{Aalaev -2aBeV,"] (15.13)

Offensichtlich istnun L=L(G")=L(G) furG={V'X%,P,S}.

Beispiel:
S — AB VS(N)=® P. S—>AB
A—>C VE(N):® D—»DD
B—>D C—c
v,W={c}
C—oc A(Z) ) D—d
D — DD Va Z{C}sz E>f
D—d v, = (D} A>c
E—)fE VB(2)={D,E} =VB(N) B—d
- B—»> DD
v.O_eEroy ™
° { } P B f
Do f

15.1.4 Zusammenfassung
Eine kontextfreie Grammatik G = (V 2, P, S) heifl3t reduziert, genau dann wenn:

1. P hat keine Produktionen vom Typ A— B mit A,BeV —X . Es gibt also keine zyklischen
Produktionen.

2. Esgibt keine &-Produktionen. Das Startsymbol kann nur dann gleich & sein, wenn es in der
Sprache ist.

e S taucht auf keiner rechten Seite auf,
e Alle Symbole Ae(V —%)—{S} konnen keine Produktionen A— & haben.
e SHeePoceel(G)

3. Jedes Nichtterminalsymbol ist brauchbar. G hat keine tberflissigen Symbole und Produktionen
d.h.:

e VAeV -ZiweX :A=w

e VAda:a,feV’: S;aAﬂ
Satz:
Sei L kontextfrei. Dann existiert eine reduzierte kontextfreie Grammatik G =(V,%,P,S) mit
L=L(G).
Beweis:

Sei L kontextfrei. Dann existiert eine kontextfreie Grammatik G'mit L=L(G"):

a) Man modifiziere G', um Eigenschaft 2) zu erhalten, und erhélt G, ,
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b) Man modifiziere G, zu G, mit Eigenschaft 1)

c) Man modifiziert schlieRlich G, zu G mit Eigenschaft 3)

G ist dann reduziert und es gilt weiterhin L=L(G).

Bemerkung:

Es ist jedoch darauf zu achten die Reihenfolge zu beachten. Wie wir schon an dem Beispiel gesehen
haben, kann die Ausfiihrung in anderer Reihenfolge das Ergebnis verandern. Insbesondere bedeutet
das fiir den letzten Beweis:

a) man muss A) vor B) ausfiihren, da A) Produktionen vom Typ A— B mit A,B eV —ZX einflihren
kann.

b) B) zerstort nicht die Eigenschaft 2)
c) C) zerstort nicht die Eigenschaften 1) und 2)
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16 Vorlesung vom 6. Juni 2000

16.1 Chomsky-Normalform

Satz (Chomsky-Normalform):

Sei G = (V >, P, S) eine reduzierte kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine reduzierte
kontextfreie Grammatik G'=(V',Z,P’,S) mit

1. L(G)=L(G) (16.1)
2. P* enthélt nur Produktionen vom Typ

A—BC mit AB,CeV -X

A—a mit AeV -ZaeX (16.2)

Soe o ¢cel(G)

Diese reduzierte Form, die nur noch einen binaren Ableitungsbaum erlaubt, heif3t auch ,,Chomsky-
Normalform®.

Beweis

Sei G =(V,2, P,S) reduziert. Man konstruiert G* in mehreren Schritten. Ziel ist es, alle Produktionen,

die auf der rechten Seite mehr als zwei Nichtterminale oder mehr als ein Terminal bzw. das leere Wort
stehen haben, umzubauen. Hierzu bauen wir neue Produktionsregeln aus den alten (P) auf:

P={A>alA>aeP| (16.3)

diese Menge nimmt also alle diejenigen Regeln aus P auf, die gemaR unserer Bedingung 2) ohnehin in
P enthalten sein dirften. Wir definieren nun einen Homomorphismus h(), einerseits die Terminale auf
neue Nichtterminale (in eckigen Klammern geschrieben) abbildet und andererseits die Nichtterminale

ohne Anderung Ubertragt:
h(a):=]a VaeX
(2):=[a] - (16.4)
h(A)=A VAeV -3

Damit bauen wir eine neue Produktionsmenge auf, die alle Produktionen aufnimmt, die in P auf der
rechten Seite mehr als zwei symbole (Terminale bzw. Nichtterminale) enthielten. Damit haben wir
samtliche Regeln aus P abgehandelt.

P, :={A—> h(a)|A—>a/\|a|22} (16.5)

Wir mussen jetzt P; und P, noch zusammenfassen und die neuen Nichtterminale in eckigen Klammern
zuriick auf die urspringlichen Terminale abbilden:

P, =R UP u{[a]>alaez] (16.6)
Wir erhalten nun also offensichtlich G, =(V,,Z,P,,S) mit L(G)=L(G;,). Dabei gilt:

V, =V u{[a]lvaezx}. (16.7)
Nun haben wir in P, noch Regeln enthalten, die mehrere Nichtterminale auf der rechten Seite stehen

haben. Diese reduzieren wir nun durch Aufblahen unserer Produktionsregelmenge, indem wir jede
Regel in mehrere aufsplitten. Dies wird durch das spatere Beispiel noch deutlicher.
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Wir ersetzen also jede Produktion aus P; mit der Form A— B,B,...B, durch

A— B (B,B;...B,)
(BB,,...B,) > B (B

[ B R

<Bn—1Bn> - Bn—an

B,) V2<i<n-2 (16.8)

(FERE

Dabei sind die (Bi ...Bn> neue Nichtterminale, die V* hinzuzufiigen sind. Somit erhélt man
G’ =(V’,2, P',S) mit L(G): L(G’).
Satz:
Sei G =(V,Z, P,S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann gilt:

vn 212(|X| = n) /\(x e L(G))

U (16.9)

2n-1
S=x
G

Die Anzahl der Schritte (2n-1) 1aRt sich aus dem folgenden Schaubild ersehen:

3
k. HH“P-'I Ableitungen
\H\
M'x'
. ‘5‘1 An “H_II'I Ableitungen
..-_.-' i
d, Eﬂ
| L -
Abbildung 33
Beispiel

Wir wollen die Grammatik G =({S,A},{a,b,c},P,S) mit P ={S — aAbb,S — aAch, A— ab} auf

Chomsky-Normalform bringen und wenden hierzu die aus dem obigen Satz bekannten zwei Schritte
an:

P ‘ Schritt 1 ‘ Schritt 2

S—>aAbb s [a]Ab]b] S —[a](A[b][b])
(Alb]b])  — A{[b][b])
([b][b]) —[o][b]

S—aAcb s [a]A[c][b] S - [a]<A[C][b]>
(Alele]) > A(le][b])
([c]b]) ~ [c]e]
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P Schritt 1 ' Schritt 2

A—>ab A—[a][b] A—[a][b]
[a]>a [a]>a
[b] >b [b] —>b
[c]—c [c]—c

Damit haben wir eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit den in Schritt 2 bezeichneten
Produktionen und den Nichtterminalen:

v ={s,A[al.[b][c].( Alb][c]).([o]{b]) ( ALc][o]). (c][b])} (16.10)
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17 Pushdown-Automaten

17.1 Einfihrung

Wir kommen nun zu dem Thema der ,,Pushdown-Automaten* (,,Kellerautomaten*“). Wie wir spéter
sehen werden, beschreiben kontextfreie Grammatiken und Pushdown-Automaten (PDA) dieselben
Sprachen.

Im Wesentlichen ist ein PDA ein endlicher Automat, der sowohl tber ein Band als auch Uber einen
Stack (Keller) gesteuert wird. Weiter besitzt er eine endliche Kontrolle. Der Stack ist eine
Symbolfolge tiber einem Alphabet. Wir stellen uns den Keller um 90° gekippt vor, so daR das erste
Kellersymbol (,,Top*) immer das am weitesten links stehende Symbol ist.

Der Automat kann auf zwei Arten arbeiten: Entweder liest er ein Symbol der Eingabe und kann in
Abhéngigkeit des aktuellen Zustandes und des obersten Elementes des Stacks den zustand wechseln.
Das oberste Element des Stacks wird dann entfernt und eventuell durch ein neues Alphabetsymbol,
einer Symbolfolge oder durch das leere Wort ersetzt. Sodann geht der Lesekopf eine Position auf dem
Band nach rechts.

In der zweiten Arbeitsweise liest der Automat kein Symbol (eine sogenannte ,, &-Bewegung *“) vom

Eingabeband (der Lesekopf bewegt sich also nicht). Genau wie oben kénnen Zustand und/oder Stack
verandert werden.

Bildlich kann man sich das ganze wie in Abbildung 34 vorstellen:

‘ ‘ ‘ ‘ ] Eingabeband

Lesekopf

Zustandsspeicher

o i o

K | | stack

Abbildung 34

17.2 Formale Definition, Konfiguration, Akzeptierung

Definition (Pushdown-Automat)

Ein Pushdown-Automat (PDA, Kellerautomat) ist ein 7-Tupel M =(Q,%,T’,5,0,,Z,,F) mit:
1. Qisteine endliche Menge von Zustédnden

2. X ist eine endliche Menge von Eingabesymbolen

3. T isteine endliche Menge von Kellersymbolen

4. q, €Q istder Anfangszustand
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5. Z, el istdas Anfangskellersymbol (also das Symbol, mit dem der Keller initialisiert wird)
6. F < Q istdie Menge der akzeptierenden Zusténde

7. é‘:Qx(Eu{g})xF—){A‘AngF*/\Aendlich}

In Punkt 7 ist die Bedingung ,,A endlich* eingefligt, da Q xI"* unendlich sein kdnnte (wegen der
Kleeneschen Hiille).

Wir kdnnen zwei Feststellungen machen:

1. Ein PDA ist in der Regel nicht deterministisch. Dies ergibt sich aus der Tatsache, da8 & eine
Funktion ist, die auf eine Menge abbildet.

2. Die Stillstandsbewegung des ,,Lesekopfs” ergibt sich aus der Funktionsverwendung &(q, ¢, A) :

Dies bedeutet, dass das Eingabesymbol nicht gelesen wird und nur eine Zustandsverénderung
und/oder Stackveranderung vorgenommen wird.

Definition (Konfiguration)

Sei M =(Q,Z,I',6,0,,Z,,F) ein PDA. Dann ist ce QxX" xI"* eine Konfiguration von M. Die
Bedeutung einer solchen Konfiguration ¢ =(q,ax,Aa) ist:

e @ augenblicklicher Zustand

e ax noch verbleibende Eingabe mit a als ndchstem Symbol, ae X, xeX"

e A Kellerinhalt, mit A als oberstem Symbol, AeT',a eT”*

Anmerkung: Eine Konfiguration kann man also als den Gesamtzustand eines PDAs ansehen. Sie
beschreibt zu jedem Zeitpunkt genau den Zustand eines PDAs.

Definition

Sei M = (Q,z,r,é,qo,zo, F) ein PDA. Dann definieren wir die folgenden Operationen:

(q.2% Aa)s (0 xua) & (qhu)ed(q.aA) (17.)

(q,ax,Aa)r;(q',ax,ua) < (qu)ed(a.eA) (17.2)
Seien c und c* zwei beliebige Konfigurationen. Dann gilt:

Chsc’ In>1

g (17.3)

dc, =c¢,c,,C,...,C, ;,C, =C": cingchlvogisn—l

Fir alle Konfigurationen c gilt:

0

cH—C (17.4)

5

c—C¢ < 3Inx=0: cec’ (17.5)

Diese Definition bezieht sich also auf die Ubergénge innerhalb des Automaten, die durch die
Funktion o realisiert werden und gibt uns eine einfachere Notation.

Die folgende Definition zeigt uns, dass wir drei Mdglichkeiten haben, wie wir die Akzeptierung eines
Wortes definieren. Es ist daher immer wichtig, zu wissen, von welcher Akzeptierungsart gesprochen
wird.
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Definition (Akzeptierungsarten)
Sei M =(Q,z,r,5,qo,zo, F) ein PDA. Dann existieren drei Méglichkeiten der Akzeptierung:

1. Akzeptierung durch akzeptierende Zustande und leeren Stack:
T(M):= {x
2. Akzeptierung nur durch akzeptierende Zusténde:
N(M):= {x
3. Akzeptierung nur durch leeren Stack:
L(M):= {x

Beispiel eines PDA

XxeX" A (qO,X,ZO);(f,g,g) A feF} (17.6)

*

XxeX" A (qO,X,ZO)H(f,g,a) A feF,aeF*} 17.7)

XeX’ A (qo,x,ZO)»;(q,g,g) A qu} (17.8)

aZ |A
o aAJAA bAle
P —~——,
I_."" *, I.r::'f m“«__-_l ‘ e I
| % Woa
bAle Y.
""'\-\_\___ ~ "-x:—._\_—_ _--_:-.__.'

Abbildung 35

Dieser PDA stellt die Sprache L(M)={a"b"[n>1}=T (M) dar. Dabei bedeutet aZ, | A, dass bei

Lesen des Zeichens a und wenn Z, das oberste Element des Stacks ist, Zo vom Stack entfernt wird und
durch A ersetzt wird.

Wiirde man die Akzeptierung vom Typ 2) annehmen, so galte N (M ) = {a“bm |n >1m< n} , da bei
dieser Variante bereits akzeptiert wird, wenn nur ein akzeptierender Zustand vorliegt.

In diesem Beispiel realisiert der Stack also eine Art Zahler.
17.3 Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik

Satz (Aquivalenz Akzeptierungsarten):

Sei L X" eine Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
1. L=T(M,) fireinen PDA M;
2. L=T(M,) fiir einen PDA M,
3. L=T(M,) fiir einen PDA M

Beweis
1)=2):
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Sei L=T(M,) fir M, =(Q1,Z,F1,5l,qé,zé, Fl) . Wir definieren einen zweiten PDA:

M2::(Qlu{p},Z,FlU{Y},é'z,q(l),Y,{p}) (17.9)
mit peQ,,Y ¢TI,. Die Ubergangsfunktion definieren wir so:

a(@ey) = f@zy))

5(f.eY) = {(p.e)}vfeR (17.10)

5,(9,a,A) = 5.(q,a,A) qeF,ae(Z,ve)

Man kann verifizieren, dass gilt:
(o6, %,2 ) (f £8) < (qo,xY) (p £¢) (17.11)

und damit T(M,)=N(M,).

Bildlich kann man sich die Konstruktion so vorstellen, dass zu Anfang ein ,,Stoppersymbol“ Y auf den
Stack gelegt wird, dann der alte Automat M; normal laufen gelassen wird. Wenn dieser ein Wort
akzeptiert, dann ist der Stack normalerweise leer. In unserem Falle wird also noch Y auf dem Stack
liegen. Wenn das der Fall ist, dann wird in den Zustand p verzweigt, der der einzige akzeptierende

Zustand ist. Aufgrund dieses Zustandes akzeptiert nun der Automat M, aufgrund von N (M, ) alleinig
wegen des Zustandes.

2)=3):
Sei L=N(M,) fir M, =(Q2,Z,F2,52,q§,zj, FZ). Wir definieren einen neuen PDA M; wie folgt:
M, :=(Q, u{p} Z.Iy.6,,0.Y.9) (17.12)

mit peQ,,Y ¢I',. Wir haben dann I'; :=I", U{Y} und definieren die Ubergangsfunktion so:

slaweY) = {(wzy))

53(f,8,A) = {(p,g)} (f gA) VAel,, feF, (17.13)
5,(p.& A) = {(p.e)} VAeT,

5;(0,a,A) = 5,(0.a,A) sonst,VaeX U{e}

Bei der zweiten Zeile von (17.13) zeigt sich der Nichtdeterminismus. Hier steht {( p,g)} flr den Start

des Loschens des Stacks und o, ( f,e, A) fir das Weiterarbeiten in der alten Maschine.

Die Funktionsweise ist die folgende: Solange wir in einem Zustand aus dem alten Automaten M, sind,
arbeiten wir im alten Automaten (letzte Regel). Sind wir in einem akzeptierenden Zustand des alten
Automaten, so I6schen wir den Stack (zweite Regel erster Teil bzw. dritte Regel) oder arbeiten im
alten Automaten weiter (zweite Regel zweiter Teil), da man auch in einem akzeptierenden Zustand im
alten Automaten weiterarbeiten konnte ohne direkt abzubrechen.

Dies alles zeigt uns (was man auch formal beweisen kénnte), dass gilt

(qO,XZ) (fga) feFael" < (qO,XY) (pf;g) (17.14)

und damit N(M,)=L(M,).
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3)=1):
Sei L=L(M,) fir M, = (Qa,Z,F3,53,q§,Z§, F3) . Dann definieren wir einfach einen Automaten, der
die gesamte Zustandsmenge akzeptiert:

M, =(Q;2.T5,55,05. 25, Q; ) (17.15)

Damit gilt offensichtlich L(M,)=T (M, ), da der Automat M, mit der Definition von T nur dann ein

Wort akzeptiert, wenn der Zustand akzeptiert wird und der Stack leer ist. Da M3 aber nur dann
akzeptiert, wenn der Stack leer ist und in M; alle Zustinde akzeptieren, gilt dies bereits.

17.3.1 Aquivalenz PDA und kontextfreie Grammatiken

Satz (Aquivalenz PDA/ kontextfreie Grammatik):

Sei G =(V,Z, P,S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Dann existiert ein PDA
M, sodass L(G)=L(M).

Beweis:

Wir definieren zunéchst einen PDA und zeigen dann, dass das Gesagte gilt. Sei also

M :=({q},Z.V,5,0,5,9) (17.16)

]

der PDA. Wir betrachten nun die Definition von L(M )={x xeX"(q, X,S)I—)(q,é‘,&‘)} . Hieraus folgt

die Definition der Ubergangsfunktion:
5(q,6,A) ={(q.a)]A>aeP} Ae(V-%)
5(g,a,a) ={(a.¢)} aex

Mit der ersten Regel kénnen wir das jeweils oberste (linkeste) Stacksymbol durch Produktionen
ersetzen und damit den Stack ,,aufblahen® (nichtdeterministisch, wie man natdrlich an der
Mengenklammer sieht). Dabei handelt es sich um reine ¢-Bewegungen, d.h. es wird kein Zeichen der
Eingabe gelesen, sondern es werden lediglich samtliche mdglichen Produktionen des obersten
Stacksymbols, das ein Nichtterminal ist, ,,durchprobiert®.

(17.17)

Die zweite Regel dient dazu, Terminale wieder vom Stack l8schen zu kénnen. Diese Léschen kann
man sich wie ein ,,Matching“ vorstellen, d.h. ein Terminal wurde als ,,méglich“ erkannt und vom
Stack geldscht. Dabei wird der Lesekopf auf das ndchste Eingabesymbol weitergeschoben.

Wir vollziehen den Beweis nun in zwei Schritten. Die beiden Schritte zusammen ergeben den
Gesamtbeweis:

1 V2l Asw (wer') = (q’W'A);(q’g’g)(ﬂ 18)

5

2. vn>1: (q,w,A)nL(q,g,g) = A=w

1. und 2. zusammen ergeben die Aussage, wie wohl offensichtlich ist (1 ist die eine Richtung und 2
die andere).

Beweis von 1:

Wir beweisen per Induktion:
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Induktionsverankerung (n=1):

1
Es sei A=w. Dann folgt daraus A—>we P und w=aeX (also dass w ein einzelnes Eingabesymbol
ist). Hieraus folgt mit der Definition von & (Punkt 1)(siehe (17.17)): (q,a)e5(q,¢,a). Daraus
wiederum folgt:

1 1
(q,a,A)~(g,a,a)—(0,&,¢) (17.19)
(der letzte Ableitungsschritt gilt wegen Punkt 2 der Definition von & (siehe (17.17)).

Induktionsannahme n:

Fur alle m<n gelte die folgende Implikation:

*

AW weT = (qwA)(q.ee) (17.20)
Induktionsschritt (n > n+1):

n+l 1 n
Wir haben A=w . Dies ist &quivalent zu A=BC=w (n=>1). Die Einzelableitung gilt, weil wir

angenommen haben, dass die kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform vorliegt. Mit Regel
1 der Definition von & (siehe (17.17)) folgt:

(0,BC)eds(a,e,A) (17.21)

1 my m,
also (q,w, A)—(q,w,BC). Es gilt weiter w=w,w, mit B=w, und C=w, mit m;,m, <n. Damit
gilt nach zweimaliger Anwendung der Induktionsannahme

(q'W’ BC) :(q'WlWZBC)
- (a.w,,C) (17.22)

l;(q,g,g)

Damit gilt insgesamt

(a,w, A) —(a,w,BC) (17.23)

*

—(0,6,¢)
und damit die Behauptung.
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18 Vorlesung vom 8. Juni 2000
18.1 Fur jede CFL existiert ein PDA

18.1.1 Fortsetzung des Beweises vom 06. Juni 2000

Der Beweis zur Aquivalenz von PDA und kontextfreier Grammatik wurde in der Vorlesung vom
06. Juni 2000 begonnen, und wird hier fortgefihrt.

Es ist zu zeigen:
1: ,Hin-Richtung*:

vn>1 : (A:lw) = ((q,w,A)r;q,g,gj (18.1)
2: ,,Ruckrichtung*:
vn>1 : ((q,w,A)nLq,g,gj = (Agwj (18.2)

Das Symbol ,,A“ sei hierbei ein Nichtterminal der kontextfreien Grammatik.

Die ,,Hin-Richtung* wurde bereits gezeigt. Nun folgt der Beweis der ,,Ruckrichtung®, d.h. wir missen
zeigen, dass jedes Wort, welches unser Automat akzeptiert, auch durch die Grammatik erzeugt werden
kann. Diesen Beweis erbringen wir durch vollistandige Induktion (ber die Lange der Produktion n.

Wir erinnern uns: Der PDA wurde so konstruiert, dass die Terminalsymbole der kontextfreien
Grammatik als Bandalphabet dienen, und sowohl die Terminalsymbole als auch die
Nichtterminalsymbole der kontextfreien Grammatik als Stacksymbole dienen.

Induktionsverankerung (n=1):

Fur n=1 gilt:

(a.w, A)|i>(q,5,£)
U (18.3)
5(q.w,A)>(a,e) A |A=1

Bei der Definition unseres Kellerautomaten, dem ja eine kontextfreie Grammatik zugrunde liegt,
haben wir einen Zustandsiibergang genau dann hinzu genommen, wenn fur diese kontextfreie
Grammatik mindestens eine von zwei Bedingungen erfiillt ist:

.U (18.4)
((Wzg)/\(A—>ge P))V(Wz A)

Das bedeutet in geschriebener Sprache, dass entweder a) kein Symbol vom Band gelesen wird, und ein
auf dem Stack liegendes ,,Nichtterminal“*® durch das ,, Terminal“ , leeres Wort“ ersetzt wird, oder b)
das vom Band gelesene ,,Terminal“ dem (einzigen) Zeichen auf dem Stack entspricht, und der Stack
daher leergeraumt wird.

Fall a) tritt definitionsgemaR (siehe Definition unseres PDA) genau dann ein, wenn in der
kontextfreien Grammatik ein Ubergang des Nichtterminales in das Terminal ,,leeres Wort* existiert.
Da die kontextfreie Grammatik in Chromsky-Normalform ist, kann es sich nur um den Ubergang des
Startsymboles S in das leere Wort handeln. Unser Nichtterminalsymbol A muss dann also (,,von vorne

13 Man kann bei einem PDA natirlich nicht von ,Terminalen® und ,Nichtterminalen“ sprechen. Diese
Bezeichnungen beruhen auf der Bedeutung der jeweiligen Symbole in Bezug auf die kontextfreie
Grammatik, die dem PDA zugrunde liegt.
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herein“) das Startsymbol S gewesen sein, und es muss eine Produktionsregel geben, die das
Startsymbol S in das leere Wort tibergehen I&sst.

In diesem Fall handelt es sich um einen e-Ubergang:
U
Ao ceP)a(w=¢) (18.5)
U Chromsky-Normalform
(S —Sce P)/\(Wzg)

Da es also diese Produktionsregel gibt, gilt:

1 *
S=¢ bzw. S=¢ (18.6)

Damit ist fur die Produktionslange n=1 und den Fall a) gezeigt, dass jedes Wort, dass unser PDA
akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Fall b) ist noch einfacher. Fall b) kann namlich gar nicht eintreten, da das Symbol auf dem Stack (A)
ein ,,Nichtterminalsymbol* ist. Demzufolge wird es auf dem Band nie das Zeichen A geben, und Fall
b) tritt nie ein. Damit ist fir die Produktionslange n=1 (fir Fall a) und Fall b)) gezeigt, dass jedes
Wort, dass unser PDA akzeptiert, von der kontextfreien Grammatik erzeugt wird.

Induktionsannahme:
vm<n ((q,w,A)nlq,g,gj = (A:ZW) (18.7)

Induktionsschritt (n > n+1):

(W, A)>(q..¢) (188)

Wir betrachten nun ausdricklich nur Ableitungen, die eine Lange groRer als zwei haben. Dies
geschieht aber in Ubereinstimmung mit dem Skript zur Vorlesung®. Der Fall, dass das
»Nichtterminal“ A, das auf dem Stack liegt, im ersten Zustandstibergang durch ein Terminal ersetzt
wird, kann nicht eintreten. Konnte er eintreten, ware der Stack nach dem zweiten Zustandsuibergang
bereits leer — und damit die Verarbeitung des PDA beendet; das ist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, dass mindestens drei Zustandstibergédnge erfolgen.

Daher gilt:

(W, A)rs (W, BC)i>(q..¢)
U (18.9)
5(9,¢,A)>(q,BC)

Dieser Ubergang des Stacksymboles A in die Stacksymbole B und C kann nur definiert worden sein,
wenn die kontextfreie Grammatik die entsprechende Produktion enthélt:

U (18.10)
A—>BCeP

Der Ausdruck (18.9) bedeutet nichts anderes, als dass das vorhandene ,,Nichtterminal“ auf dem Stack
durch zwei andere ,,Nichtterminale® ersetzt wird. Je nach L&nge des Eingabewortes geschieht dies
einige Male. Letzten Endes werden aber alle so auf dem Stack abgelegten ,,Nichtterminale* wieder
»abgebaut“, das bedeutet Stiick flr Stuck durch Vergleichen mit dem Eingabewort durch das leere

!* Dieses Vorgehen ist an sich beweistechnisch nicht korrekt.
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Wort ersetzt — bis der Stack irgendwann leer ist. Insbesondere bedeutet das, dass ,,C*“ nicht vom Stack
geldscht werden kann, bevor nicht auch ,,B* vom Stack geldscht wurde. Und wenn wir einen Schritt
weiter denken, und davon ausgehen, dass sowohl C als auch B auf dem Stack durch mehrere andere
»Nichtterminale* ersetzt werden, bedeutet das trotzdem, dass die ,,Nichtterminale®, die aus B
hervorgegangen sind, nicht geldscht werden kdnnen, bevor nicht die ,,Nichtterminale* geldscht
wurden, die aus C hervorgegangen sind.

Daher lasst sich die Verarbeitung des Eingabewortes w wie folgt zerlegen:

Iw,w, €5 (Ww, =w) /\((q,wl,B)rg(q,g,g)j/\

. (18.11)
/\[(q,WZ,C)H(q,g,g)j

mit m;,m, <n und m, +m, =n. Unter Zuhilfenahme der Induktionsannahme folgt daraus:

Bw, A Cow, (18.12)
Den Ubergang von A nach BC haben wir selber in (18.9) definiert, daher gilt:

A= BC = W,C = W,W, =W (18.13)
Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen:

n+1 *
((q,w, A)i—)(q,e,g)j = A>w (18.14)

Gesamtbeweis:

Wenn wir nun in den (bewiesenen) Behauptungen (18.1) und (18.2) das allgemeine ,,Nichtterminal“ A
durch das spezielle Nichtterminal, das Startsymbol S ersetzen, erhalten wir:

vn>1 : (S;Wj = [(q,w,s)n;q,g,e),

vnx>1 : ((q,w,S)qu,g,gj = (S;W)

U (18.15)
we L(M ):We L(G)

g

L(M)=L(G)
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19 Vorlesung vom 15. Juni 2000

19.1 Greibach Normalform (GNF)

19.1.1 Vorbemerkung

Neben der Chomsky Normalform ist auch die Greibach Normalform als weitere standardisierte
Darstellungsform fir kontextfreie Grammatiken bekannt. Hier sind alle Produktionen derart gestaltet,
dass die rechte Seite immer mit einem Terminalsymbol beginnt und keines oder beliebig viele
Nichtterminalsymbolen folgen.

A—>aBB,.B, k=0 (19.1)

Um zu zeigen, dass sich jede kontextfreie Grammatik flr Sprachen ohne leeres Wort ¢ in Greibach
Normalform bringen lasst, wie wir in den folgenden Abschnitten zeigen werden, muss es mdglich
sein, aquivalente Grammatiken aufzustellen, bei denen mehrere Ableitungsschritte in einzelnen
Produktionen zusammengefasst werden. Dass solche Zusammenfassungen maoglich sind, wird im
Folgenden gezeigt.

Eine A-Produktion ist eine Produktion der Form

A->a (19.2)
mit einem Nichtterminalsymbol A auf der linken Seite. Bei einer kontextfreien Grammatik
G =(V,Z,P,S) gebe es eine A-Produktion A— ¢,Ba, mit B-Produktionen

B— BB, 1...| B (19.3)

Dann gibt es eine aus G hervorgehende kontextfreie Grammatik G, = (V 2B, S) mit neuen
Produktionen

A—afo, |, ... |aBa, (19.4)
die durch Ableiten von A— ¢,Ba, aus G mit B— S, | 5, |...| B, entstehen. Die Produktion
A — a,Ba, ist dann Uberfliissig und fehlt in G;. Dann gilt L(G)=L(G,).
Beweis:

Der Beweis ist einfach, da sich L(G,)< L(G) ergibt, wenn man fir jede Ableitung
A:G> o,Ba, :0>a1ﬂa2 (19.5)

in G; das entsprechende
Aff o, fa, (19.6)

verwendet. Umgekehrtist L(G)c L(G,), da A— a,Ba, die einzige Produktion ist, die in G und
nicht in G, enthalten ist. Immer, wenn A — o, Ba, benétigt wird, folgt in einem spéateren
Ableitungsschritt B— g, | 5, 1...| B, was man in G1 in einem einzigen Ableitungsschritt mit
A-afa,|ap,a,l...|ofa, realisiert wird. Folglich ist L(G)=L(G,).

19.1.2 Umwandlung von linksrekursiven in rechtsrekursive Produktionen

Mit der im vorangegangen Abschnitt vorgestellten Méglichkeit, Zusammenfassungen von Ableitungen
vorzunehmen, kann man bereits viele Produktionen in Greibach Normalform Gberflhren.
Problematisch wird es allerdings bei linksrekursiven Produktionen, die Nichtterminalsymbole auf sich
selbst und weitere Symbole abbilden, da diese nicht ohne Weiteres in die gewiinschte Form zu bringen
sind.
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Solche Produktionen der Gestalt
A—>Ax  AeV,ae(VuUz) (19.7)

heiBRen linksrekursiv. Um sie kompatibel fur die Greibach Normalform zu machen, kann man
aquivalente rechtsrekursive Produktionen einfilhren. Gegeben sei eine Menge von A-Produktionen

A= Ax | A, |...| A, o e(VUZ)
A= BB, .| B, Bie((V-A)uz)(Vuz)

wobei die oberen Produktionen linksrekursiv und die unteren nicht linkrekursiv sind. Damit kénnen
die Worter abgeleitet werden, die durch den reguléren Ausdruck

(ﬂllﬁz|"'|ﬂs)(a1|a2|"'|ar)* (19.9)

1 mal n mal

(19.8)

beschrieben werden. Dabei handelt es sich um Worter, die aus einem B an erster Stelle und beliebig
vielen folgenden a; bestehen. Diese Worter lassen sich genauso durch Hinzufligen eines neuen
Nichtterminalsymbols B mit Produktionen der folgenden Form erzeugen

A= BBy 1 B
A_)ﬁlBlﬂZBl"'lﬂSB (1910)
Boala,l... | '

B—aB|a,B|...|2,B

Damit liegen dann keine linksrekursiven, sondern rechtsrekursive Abbildungen vor, die die gleichen
Worter generieren und die zugehdrigen Grammatiken somit die gleiche Sprache beschreiben.

Formaler gesprochen, gibt es zu einer kontextfreien Grammatik G =(V,%,P,S) mit linksrekursiven

Produktionen eine entsprechende Grammatik G, = ((V UB,).Z,P, S) mit rechtsrekursiven

Produktionen. Dabei sind alle Produktionen identisch, auf3er den linksrekursiven, die durch
rechtsrekursive ersetzt werden.

G habe nun Produktionen der Form

A— Ax, | Aa,|...| Az, a;e(V U

. (19.11)
A= BB, I...| B Bie((V-A)yuz)-(VUI)
und G; entsprechend zusatzliche
A— pBB|B,BI...| BB
Boala,l...la (19.12)

B—oaB|a,B|...|aB
wobei die A— Aa, | A, |...| A, in Gy nicht mehr auftauchen. Dann gilt L(G)=L(G,).

Die folgende Illustration verdeutlicht die Ableitungsschritte.
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A A
A % B; B
1
Q, Q,
2 p
B j linksrekursive rechtsrekursive % 1
Ableitung Ableitung
Abbildung 36 - Links- und rechtrekursive Ableitungen
Beweis:
In G endet jede Ableitung von A— Ag; mit A— £, . Damit erhalt man
A:G> Ax, = A, o =22 Ao o ..o :G>,BJ-05ipaim1 G (19.13)
was in G; folgendermalien erzielt wird
Agfﬂj B?ﬂjaip B?,Bjoqpozim1 B€1>. . .€1>,Bj05ipozipi1 A (19.14)

Da beide Ableitungen zu den gleichen Wortern fuhren, die dem oben genannten reguldren Ausdruck
entsprechen, gilt L(G)=L(G,). Somit wurde gezeigt, dass sich linksrekursiven Produktionen unter

Zuhilfenahme neuer Nichtterminalsymbols By sowie weiterer Produktionen in rechtsrekursive
umwandeln lassen und dabei die mit der Grammatik erzeugte Sprache L(G) erhalten bleibt.

19.1.3 Kontextfreie Grammatiken in Greibach Normalform (GNF)
Satz:

Jede kontextfreie Sprache L ohne leeres Wort € kann durch eine kontextfreie Grammatik G generiert
werden, deren Produktionen die Form

A—>aBB,.B, k=0 (19.15)

haben. A und B; sind Nichtterminalsymbole, a ist ein Terminalsymbol. Sind alle Produktionen von
dieser Form, heil3t die Grammatik in Greibach Normalform.

Beweis:

Der Nachweis Uber die Richtigkeit dieser Aussage wird mit Hilfe eines Algorithmus erbracht, der eine
beliebige Grammatik G, = (Vl,z, R, Sl), die sich bereits in Chomsky Normalform (CNF) befindet, in

eine Grammatik G =(V,X,P,S) in Greibach Normalform (GNF) umwandelt.

Der Umwandlungsprozess wird in drei Schritten vorgenommen. Zundchst nummerieren wir die
Nichtterminalsymbole der Ausgangsgrammatik G; miti=1...m

Vlz{Ai,Az,...,An} (19.16)
mit dem Ziel, alle Produktionen in die Form
A—>Ay i<j (19.17)
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zu Uberflihren. Dazu durchlaufen wir alle Ai-Produktionen mit A — Aj)/ und i = 1...m und ersetzen

jeweils - wie in der Vorbemerkung gezeigt - die A; mit allen Ai-Produktionen. Fiir den Fall, dass eine
linksrekursive Produktion A — Ay auftritt, werden wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, ein

neues Nichtterminalsymbol und neue Produktionen eingefiihrt und die linksrekursive in eine
rechtsrekursive Produktion umgewandelt.

Am Ende dieses ersten Schrittes haben wir Produktionen erhalten, fur die mit A — A;y i <] gilt. Die

Produktionen fur An, sind dann in Greibach Normalform A, — aB,B,...B, . Algorithmisch betrachtet
sieht die Sortierung nach i < j so aus

for 1 := 1 to m do
for j =1 toi -1do
foreach A; -> Ajo € P, do
Fuge hinzu A; -> Bia|Bal---1psa Fur alle
Produktionen A; -> Bio]pzal]---1Bsa ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next j

if A; -=> Aja € P; then
Fuge Nichtterminalsymbol B; hinzu ;
Fuge hinzu A; -> BiBilB2Bil---1BsBi Fur alle
Produktionen Aj -> B1]B2]...|Bs mit A; nicht erstem Zeichen von B3; ;
Fuge hinzu B; -> ag]oz]---lor ;

Fuge hinzu B; -> oiBijlaBil---]oBi ;
Entferne A; -> Aja ;
endif
next i

Im zweiten Schritt kdnnen wir die so geordneten Produktionen in Greibach Normalform tberfiihren,
indem wir sukzessive alle A;-Produktionen beginnend bei A, (das ja bereits ein Terminalsymbol als
erstes Zeichen auf der rechten Seite und dann wegen der urspriinglichen Chomsky Normalform von
G1 folgende Nichtterminalsymbole hat, also in Greibach Normalform ist) in die rechte Seite der A ;-
Produktion einsetzen. Da A — Ay i < j fur alle Produktionen gilt, sind so im Anschluss an diesen

Schritt alle Produktionen in Greibach Normalform. Algorithmisch kann das folgendermafen
beschrieben werden

for 1 :=m - 1 downto 1 do
foreach A; -> Ajo € Py mit i < j do
Fuge hinzu A; -> Bia|Bal---1psa Fur alle
Produktionen A; -> Bio]pzal]---1Bsa ;
Entferne A; -> Aja ;
next
next 1

Im Anschluss daran befinden sich alle Ai-Produktionen in Greibach Normalform. Bleiben nur noch die
mdoglicherweise hinzugekommenen B;-Produktionen, deren rechte Seite im dritten und letzten Schritt
analog umgeformt werden.

Da die urspriingliche Grammatik G; in Chomsky Normalform ist, besteht die rechte Seite jeder
Produktion entweder aus einem Terminalsymbol oder aus zwei Nichtterminalsymbolen. Durch die in
den beiden ersten Schritten vorgenommen Umformungen sind deswegen keine Terminalsymbole

Seite 119/ 141



Theoretische Informatik 2

weiter nach rechts gewandert, sondern kénnen nach wie vor nur an erster Stelle stehen, wie es die
Greibach Normalform fordert.

Bei den B;-Produktionen besteht die rechten Seite ausschlieflich aus Nichtterminalsymbolen. Da nach
dem zweiten Schritt alle A;-Produktionen in Greibach Normalform sind, muss im dritten Schritt
lediglich das erste Nichtterminalsymbol der rechten Seite einer Bj-Produktion durch die rechte Seite
der jeweiligen A;-Produktion ersetzt werden (siehe VVorbemerkung) und folglich sind dann auch die B;-
Produktionen in der gewiinschten Greibach Normalform.

19.1.4 Beispiel 1

Gegeben sei eine Grammatik G = ({A1 Az,Az},{a, b} P, Ai) mit den zugehdrigen Produktionen

A= AA
A, —> AALDb (19.18)
A - AA|a

Diese wird im Folgenden in Greibach Normalform uberfihrt.

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, da auf der rechten Seite entweder zwei
Nichtterminalsymbole oder ein Terminalsymbol stehen. Wir kdnnen daher direkt mit der Umwandlung
in GNF beginnen.

Die Produktionen missen alle in die Form A — A;» miti < j gebracht und mégliche linksrekursive

Produktionen in rechtsrekursive umgewandelt werden. Fir die A;- und A,-Produktionen ist die
Bedingung bereits gegeben, in die As-Produktion wird die rechte Seite von A; eingesetzt.

Dann erhalt man

A AR
A, —> AA b (19.19)
A= AAA |

und in einem weiteren Schritt wird A, in der rechten Seite von Az durch Az;A; und b ersetzt, so das
man folgende Menge von Produktionen erhalt

A - AA
A, —> AAb (19.20)
A —> AAAA, |DAA, |a

Die As-Produktion entpuppt sich jetzt als eine linksrekursive Produktion, die durch Hinzufuigen eines
Nichtterminalsymbols B; und weiterer Produktionen entfernt wird.

A= AA

A = AALD

A, - DbAA.B; [aB, [bAA, |2
B, > AAAB; | AAA,

(19.21)

2. Schritt

Da sich jetzt alle Produktionen der Bedingung A — A,y mit i < j gentigen und An, = A bereits in

Greibach Normalform ist, konnen wir die anderen A;j-Produktionen auch beginnend bei A1 = Az in
die gewiinschte Form umgestalten.
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Fir A, erhalten wir dann

A= AA
A, > bAAB,A [aB,A [DAAA [aA b

(19.22)
A; > bAA,B; [aB; [bAA, |a
B, > AAAB; | AAA,
und entsprechend flr A,
A —>bAABA A |aB;A A [DAA,AA; |aA Ay |bA;
A, > bAAB;A |aB,A |bAAA |aA [b (19.23)

A, —>bAAB, |aB,|bAA, |a

B, > AAAB, |AAA
Damit sind alle A;-Produktionen in Greibach Normalform. Fehlen noch die B;-Produktionen.
3. Schritt

In das Nichtterminalsymbol der rechten Seite der beiden Bs-Produktionen werden alle fiinf A;-
Produktionen eingesetzt, so dass 10 neue Produktionen entstehen.

A —bAABAA |aBAA [DAAAA |aA A [DA,

A, = bAAB,A [aB,A [DAAA [aA [b

A, —>bAAB; |aB, [bAA, |a

B, —> DA AB,AAAAB; |aBAAAAB, [DAAAAAAB, (19.24)
B, > aAAAAB; |bAAAB,

B, > bAABAAAA [aBAAAA [DAAAAAA

B, > aAAAA, [DAAA,

Somit erfillen alle Produktionen die Bedingung der Greibach Normalform, dass die rechte Seite
immer aus einem Terminalsymbol gefolgt von keinem oder beliebig vielen Nichtterminalsymbolen
besteht. Zu bemerken ist, dass aus den 5 Produktionen der Grammatik in Chomsky Normalform
immerhin 24 Produktionen sowie ein weiteres Nichtterminalsymbol in Greibach Normalform
geworden sind.

19.1.5 Beispiel 2

Gegeben sei eine Grammatik G =({A,S},{a,b},P,S) mit den zugehdrigen Produktionen

S — AAla

(19.25)
A—SS|b

1. Schritt

Das Umwandlungsverfahren in Greibach Normalform beruht auf Ausgangsgrammatiken in Chomsky
Normalform. Die hier gegebene Grammatik liegt in CNF vor, wir kénnen daher direkt beginnen.

Zundachst werden die Nichtterminalsymbole durchnummeriert. Sagen wir, S sei das erste und A das
zweite Nichtterminalsymbol, also A; = S und A, = A, wobei wir aufgrund der Einfachheit auf diese
Umbenennung verzichten kdnnen und die Reihenfolge im Hintergrund behalten. Dann ist die

Zuordnung S — AA in Ordnung, A — SS muss jedoch umgewandelt werden, damit A — A;y mit

i <j fr alle Produktionen gilt.
Dadurch erhalt man
S—> AAla

(19.26)
A— AAS|aS|b
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was eine linksrekursive Ableitung erzeugt. Daher flihren wir ein neues Nichtterminalsymbol B, ein
und wandeln in rechtsrekursive Produktion um

S—> AAla
A—aS|b|aSB, |bB, (19.27)
B, —> AS| ASB,

Dann liegen die A-Produktionen schon in Greibach Normalform vor und wir kénnen zum zweiten
Schritt Ubergehen.

2. Schritt

Jetzt muss das erste A der rechten Seite von S durch die A-Produktionen ersetzt werden und man
erhalt

S —aSA|bA|aSB,A|bB,A|a
A—> aS |b|aSB, | bB, (19.28)
B, — AS | ASB,

Schon! Jetzt liegen alle Produktion in der gewiinschten Form vor, bis auf die B,-Produktionen, was
jedoch auch leicht bewerkstelligt ist.

3. Schritt

Das erste Nichtterminalsymbol der rechten Seite der B,-Produktionen ist A und wird jeweils durch die
beiden A-Produktionen ersetzt, so dass vier neue Produktionen entstehen.

S — aSA|bA|aSB,A|bB,A|a
A—aS|b|aSB, |bB,

B, — aSS |bS | aSB,S | bB,S

B, — aSSB, | bSB, | aSB,SB, | bB,SB,

(19.29)

Somit liegen alle Produktionen die Greibach Normalform und die Umwandlung ist abgeschlossen.
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20 Vorlesung vom 20. Juni 2000

20.1 Odgens Lemma

Satz:

Sei G =(V,Z, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Konstante k >1 (welche im

Allgemeinen recht grof3 ist), so dass fur alle Worter z der Sprache mit z e L(G) und |z| >k, in denen
mindestens k Positionen markiert sind, gilt:

Das Wort z kann geschrieben werden, als die Zerlegung z =uvwxy mit den folgenden 4 Bedingungen:

1. w enthalt mindestens eine markierte Position,

2. u und v enthalten beide markierte Positionen, oder aber x und y enthalten beide markierte
Positionen,

vwx enthalt hochstens k markiere Positionen

4, Es existiert ein Nichtterminal A mit:

+

S:;>uAy:;>uvAxy:G>...:;>uviAxiy:;>uviwxiy Vi>0 (20.1)

S

%

41 N\

i g

i / e i

u v W X Yy

Abbildung 37

Das Bild zeigt, wie man sich dieses am besten vorstellen kann. Es gilt einen Weg vom Startsymbol S
aus hin zu den markierten Bldttern zu finden. Da nun der Weg sehr lang ist, existiert eine Schliefe.
Man betrachtet dann den Teilbaum der letzten Wiederholung. Man sieht nun, dass w zumindest eine
markierte Position enthalten muss.

Beweis des Satzes:

Es gelte:
m=y #(V -X)
| = max.(n[A>a eP, |a|=n) (20.2)
k =pf |2-m+3

Esseidann ze L(G) mit |z|z k und weiterhin mindestens k Positionen in z markiert. Schliefflich

sei T der Ableitungsbaum fur z mit der Ldnge >2-m+ 3. Ein Knoten n heil3t Verzweigungsknoten,
wenn n mindestens zwei direkte Nachfolger hat. Ein Beispiel wére, wenn der Knoten n zwei
Nachfolger n, und n, hat, welche beide markierte Blatter unter ihren Nachfolgern haben.

Nun lasst sich ein Weg n,,...,n, durch den Ableitungsbaum T wie folgt konstruieren:

1. n, istdie Wurzelvon T,
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2. betrachtet man die Nachfolger eines Knoten n;,. Sollte nur einer von n,’s direkten Nachfolgern
markierte Knoten haben, so wird dieser der Nachfolger n,., .

3. Wenn n; ein Verzweigungsknoten ist, dann soll n,,, derjenige direkte Nachfolger sein, der die
groRte Zahl von markierten Blattern als Nachfolger hat. Bei Gleichheit kann n. , beliebig gewahlt
werden.

i+1

4. Wenn n, ein Blatt ist, endet die Konstruktion.
Nun ist n,n,,...,n, der Weg.
Behauptung:

Wenn der Weg n;,n,,...,n. r Verzweigungsknoten enthalt, dann hat n > |2™3" markierte Blatter.

Der Beweis folgt durch Induktion. Fur i =0,r =0 gilt:

i+1

n, hat > I"™"° =k (20.3)

markierte Blatter. Angenommen, die Aussage ist richtig fir (i —1) . Wenn n; kein

Verzweigungsknoten ist, dann haben n, und n,,; dieselbe Anzahl von markierten Blattern. Wenn n,

i+1

. |2m+3—r _ |2m+3—(r+1

ein Verzweigungsknoten ist, dann hat n,,, mindestens T ) viele markierte Blétter bei

(r+1) Verzweigungsknoten.

In n,n,,...,n muss es mindestens 2-m+ 3 viele Verzweigungsknoten geben. Denn anderenfalls hatte

n, =1?™*" >1.(r <2m+3) viele markierte Blétter. Das ware jedoch ein Widerspruch, denn n_ ist
ein Blatt, und somit kein Verzweigungsknoten. Es giltalso p>2-m+3.

Seien nun by,...,b,, ., die letzten (2m+3) Verzweigungsknoten. b; heift , linker
Verzweigungsknoten®, wenn ein linker direkter Nachfolger von b,, der nicht auf dem Weg liegt, ein
markiertes Blatt links von n, enthalt. Analog dazu ist b, der ,,rechte Verzweigungsknoten®, wenn ein
rechter direkter Nachfolger von b., der nicht auf dem Weg liegt, ein markiertes Blatt rechts von
n,enthalt.

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit gilt: Es gibt mindestens (m + 2) viele linke
Verzweigungsknoten. Seien nun |,,...,1

' im+2

die letzten linken Verzweigungsknoten in by,...,b,. .
Unter |,,...,1I,., gibtes dann zwei Knoten I, und I, mit der selben Bezeichnung, da #(V —X)=m.
Fir den Fall, dass f echtkleiner als g ist, sieht dies wie auf dem folgenden Bild aus:

b7

/

A R X

i / \ s

u v W X Yy

Abbildung 38
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Man kann nun I, =1, = A nennen. Es ergibt sich dann:

S = UAy (20.4)
A=>VAX (20.5)
A=w (20.6)

Und damit gilt dann:
S :+>uAy:+>uvAxy:+>uv‘Axi y:+>uv‘wxi y Vi>0 (20.7)

Danun |, ein linker Verzweigungsknoten ist, hat u mindestens ein markiertes Blatt. Des weiteren ist
I, ein linker Verzweigungsknoten und damit hat v mindestens ein markiertes Blatt. w enthalt als

markiertes Blatt n,.

Es gilt auch, dass b, der (2m +3) -te Verzweigungsknoten vom ende ist. Somit hat b, hdchstens
I°™* =k viele markierte Blatter. Da I, ein Nachfolger von b, ist, hat vwx héchstens k markierte
Blatter.

Analog zu dem eben vorgefiihrten Beweis fur linke Verzweigungsknoten, lauft auch der Fall fur
m+ 2 rechte Verzweigungsknoten. Hier enthalten dann xund y jeweils mindestens ein markiertes

Blatt.

Korollar: (Pumping Lemma nach Bar-Hillel, Perles, Shamir)

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Konstante k in der Art, dass, wenn |z| >k und
ze L ist, dann gilt:

Es existiert fir z eine Zerlegung in z =uvwxy mit u,v,w,X,y € Y" und:
VX £ &
[vwx| <k (20.8)
Viz0: uw'wx'yel

Zum Beweis dieses Korollars, wahlt man eine beliebige kontextfreie Grammatik G fir L und
markiert alle Positionen in z

20.1.1 Beispiele fur Kontextfreiheit und Nichtkontextfreiheit
Behauptung:
Die Sprache L ={a"0"c"|n>1} ist nicht kontextfrei.

Beweis:

Angenommen die Sprache L ware kontextfrei. Es sei dann k die Konstante des Pumping Lemmas.
Und es gilt:

2=y A (20.9)
zel
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Es existiert dann eine Zerlegung fur z mit:

Ju,V,W, X, Y: Z = UVWXY
[vwx| <k (20.10)
= VWX e ab’
VVWX e b

Es soll hier nur der Fall vwx e a’b” betrachtet werden. Dafiir gilt:

Vea*ub* (20.11)
xea ub
Nun gibt es drei Félle zu beachten:

1. vxea =vxea' dies stellt aber einen Widerspruch dar, denn die Anzahl der a’s wiirde schneller
wachsen.

2. vxeb” = vxeb® und wieder haben wir einen Widerspruch, da hie die b’s zu schnell wachsen,
schlieBlich bleibt noch

. . vea  Axeb’ . . .
3. vea,xeb = auch in diesem Fall bekommt man einen Widerspruch, denn

oder vea Axeb’
die ¢’s bleiben auf der Strecke.

Behauptung:
Die Sprache L ={a'b’c'd’[i 21, j >1} ist nicht kontextfrei.

Beweis:

Angenommen, die Sprache L ware kontextfrei. Es sei nun n die Konstante des Pumping Lemmas.
Dann gibt es eine Zerlegung von z=a"b"c"d" in z =uvwxy mit u,v,w,x,y €>" und |vwx| <n.
Wie man sieht, gilt:

1. vx enthélt hochstens zwei verschiedene Symbole,

2. Falls vx zwei verschiedene Symbole enthélt, missen diese ,,benachbart* sein. Dann erhalt man
durch ,,pumpen*:

#a's > #c's
#b's > #d's
und dies stellt einen Widerspruch dar
#c's > #a's
#d's > #b's

Man erhdlt also jedes Mal einen Widerspruch, da es nicht zu schaffen ist eine gleiche Anzahl von a’s
und c’s oder b’s und d’s zu erreichen.

Behauptung:
Die Sprache L = {aib"ck li=j j=kk= i} ist nicht kontextfrei.

Beweis:

Angenommen die Sprache L ware kontextfrei. Sei nun n die Odgens Konstante. Dann gibt es fiir ein
Wort z=a"b"™"c"*™ der Sprache L eine Zerlegung z = uvwxy . Es seien nun alle a’s markiert.
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1. u und v enthalten a’s.
Dann gilt: vea” und damit gilt v=a' fiir i <n. Es gibt dann die folgenden 3 Félle:
xea vxeb vxec
e Xxea
Dann gilt: x=a’ und somit vx=a"’ mit (i+ j)<n. Dann sollte das Wort:

ST n+(i+])- !

uv "wx my =a (Fi)prentem2nt iy der Sprache sein, dies kann jedoch nicht sein, da die
Anzahl der a’s gleich der Anzahl der b’s.

1
1+,L

e xeb’

]
1+2-l n+i-

Dannist x=b’ mit j>0 und somit miisste das Wort: w T =a" b ™2™ in der
Sprache sein. Jedoch fuhrt auch dies zu einem Widerspruch, da die Anzahl der a’s gleich der
Anzahl der c’s ist. Bleibt noch ein Fall zu behandeln.

*

e XecC
j l+nJ +1! n+i4n,!
hier ist x=c’ fiir j>0. Dann miisste das Wort: uv ‘wx ‘y=a 'b™"c" inder Sprache
sein. Jedoch ist hier die Anzahl der a’s so grol? wie die Anzahl der b’s, was einen Widerspruch
darstellt.

2. Der Fall, dass xund y beide a’s enthalten, funktioniert analog zum 1. Fall. Somit soll es hier
nicht wiederholt werden.

Behauptung:

Die Sprache L = {a‘b"ck i=jvij= k} ist eine kontextfreie Sprache, die inharent mehrdeutig ist.

Beweis:

Zuerst soll noch mal wiederholt werden, was inhdrent mehrdeutig bedeutet. Dies bedeutet, dass egal
welche Ableitung gewahlt wird, immer 2 mdgliche Wege existieren.

Um dies zu zeigen, genigt es eine kontextfreie Grammatik aufzustellen, welche mehrdeutig ist. Eine
solche kontextfreie Grammatik ist:

S—> AB|DC

A—aAle

B —>bBc|e (20.12)
C—cCle

D —»aDb|e

Diese Grammatik ist mehrdeutig, wie man schnell an folgendem Beispiel erkennt:

S = AB = aAB = aaAB = aaB = aabBc = aabbBcc = a’b’c’ (20.13)
eine andere Ableitung fur dieses Wort ist:

S = DC = aDbC = aaDbbC = a’b’*C = a’b*cC = a’h’c’C = a’b*c? (20.14)

wir behaupten, dass jede kontextfreie Grammatik fir L mehrdeutig sein muss. Sei G eine beliebige
Grammatik, die L erzeugt. Sei weiterhin k die Konstante des Odgens Lemma. Es sei nun ohne

Einschrankung k > 3. Sei z =a*b*c*™*'. Nun seien alle a’s markiert und z € L. Nach Odgens Lemma
gibt es dann fiir z eine Zerlegung z =uvwxy fiir u,v,w,x,y e £". Dann gilt:

1. w enthalt mindestens ein a.
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2. uea

3. xea wb uc’. Hierbei gilt, dass x mit Sicherheit nicht zwei verschiedene Symbole enthalten
kann, denn sonst wirde durch das Pumpen ,,gemischte* Folgen erzeugt werden.

4. vwx enthalt hochstens k viele a’s.

Nun sind die folgenden Félle zu betrachten: xea v xeb" v xec’:

*

1. xea

Dann gilt: vx ea” und damit v=a' fir 0<i <k und man erhilt Worter: uv>wx?y = a**'b*c***'

die auch aus der Sprache stammen mdssten. Jedoch stellt dieses einen Widerspruch dar, da weder
die Anzahl von a’s und b’s, noch die Anzahl der b’s und c’s gleich ist.

*

2. Xec

Esistdann v=a' mit 0<i<k undesgilt x=c’ fir j>0.Damit bekommt man Worter:
uv’wx?y = a“*'b*c*****J | die auch in der Sprache sein miissen. Doch wie schon bei a) bekommt
man einen Widerspruch.

3. xeb

Esgilt: v=a' fir 0<i<k und weiterhin x=Db' fiir j>0. Damit bekommt man die folgenden
Worter: uv’wx?y = a**'b**Ic***'  die Element der Sprache sein miissen. Es gilt also zwei weitere
Falle zu unterscheiden zum einen den Fall i = j und zum anderen (j=k!A j# i) :

o (j=kWj=i)

Damit wiirden Worter: uvwx®y = a***'b****'c***' diese mussten in der Sprache sein, jedoch ist
dies ein Widerspruch.

[ ) | = J
Es gilt damit: S=uAy=uv"AX"y=uv"wx"y . Flir m= k% +1 gilt dann:

UVmWme — ak+k!bk+k!ck+k! (2015)
Eine ahnliche Argumentation liefert dann fiir den umgekehrten Fall: a*™*'b*c*. Fir u', v, w' x"y'ex"
mit a**'b*c* =u'v'w'x'y" und mit v'eb". SchlieRlich kommt man zu der Ableitung:

S=u'By'=u'(v!)" B(x')" y'=u'(v)" wi(x)" y'=akpikich (20.16)
Behauptung:
Diese beiden Ableitungen reprasentieren verschiedene Ableitungsbaume.
Beweis:

Angenommen, diese beiden Ableitungen beschreiben denselben Ableitungsbaum.

A erzeuge a’s und b’s wéhrend, B b’s und c’s erzeugt. Somit ist A kein Nachfolger von B und Bist
kein Nachfolger von A. Betrachtet man nun die Ableitung:

S=t At,Bt, mit t,t,,t,e>’
Nun muss fir alle i, j gelten:

tviwx't, (v') w(x) t, e L
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Nun ist i = j hinreichend groR zu wahlen.

Es gilt |v|=|x| und |v/|=|x]|. Damitistalso vea,xeb" Av'eb”,x"ec’. Somit erhdlt man also
z'el mit #,(z')>#,(z")~#,(z')>#(z') . Dies ist jedoch ein Widerspruch, da wir entweder eine

gleiche Anzahl von a’s und b’s wollten, oder aber eine gleiche Anzahl von b’s und c¢’s. Somit kdnnen
die beiden Ableitungen nicht den selben Ableitungsbaum beschrieben haben.
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21 Vorlesung vom 27. Juni 2000

21.1 Deterministische PDA

Wir betrachten nun eine Sprachklasse, die echt zwischen den regulédren Mengen und den kontextfreien
Sprachen liegen: die deterministischen kontextfreien Sprachen (DCFL). Diese sind interessant, da es
sich herausstellt, dass die Syntax vieler Programmiersprachen mittels DCFLs beschrieben werden
kann.

Definition:

Sei M =(Q,Z,T",6,0,,Z,,F ) ein PDA. M heiBt dann deterministisch (DPDA): <

1.vgeQaeXufe}, Acl:|5(q,a,A) <1

(21.1)
2.5(9,6,A)=PF=>Vaex:5(q,aA)=0

T(M)::(x|XEZ*/\(qo,x,Zo)+:>(f,g,a),f c F,aer*j (21.2)

Regel 1 verhindert Wahlmdglichkeiten fiir dieselbe Eingabe. Regel 2 verhindert die Wahl zwischen
der Benutzung eines Eingabesymbols und einer e-Bewegung.

Definition:
Eine Sprache heif3t deterministisch kontextfrei (dkfS): < Es existiert ein DPDA mit L = T(M).

21.1.1 Beispiele

o Die Sprache {a"b" |n>1} ist deterministisch.
e Die Sprache {chR |We{a,b}*} ist deterministisch.

« Die Sprache {a'b" |n>1f U{a"b™ |n>1} ist nicht deterministisch.
Beim letzten Beispiel misste der Automat raten, ob fur ein a nun ein oder zwei b vorliegen missen.
Dagegen gilt:

e d{a%"|n>1}ud,{a"* [n=1} ist deterministisch, falls gilt d; = d,.

o {a"dp"|n=1}u{a"d,b” |n>1} ist deterministisch, falls gilt d; = dp. Dabei wird so vorgegangen:

zunachst werden fur jedes a zwei Symbole auf den Keller gelegt. Wenn d; gelesen wird, so wird je
ein Symbol wieder vom Keller geldscht, ansonsten wird mit den je zweiten weitergearbeitet.

o {a""|nx1}d, u{a'b™[nx>1}d, ist nicht deterministisch.

21.1.2 kfS und dkfS

Satz:

Sei L eine kontextfreie Sprache (kfS). Dann gibt es eine deterministische kontextfreie Sprache L*
(dkfS) und einen Homomorphismus h mit h(L*) = L.

Beweis:

Sei L kontextfrei. Daraus folgt, dass es einen PDA M = (Q,E,F,d,qo,zo, F) geben muss mit
L =T(M).
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Es sei

m:=max{n|(q'a)es(q,aA) |a|=n} (21.3)
Also ist m die maximale Lange von Symbolen, die auf den Keller gestellt werden. Es sei weiter

T =ExQxIE" (21.4)
mit T" =" T
Wir definieren nun den deterministischen PDA M* wie folgt:

=(Q,2\I',8", Gy, Zy, F) (21.5)

mit

§'(afad.a] A)={(d.)|(q.a)e5(q.aA)} (21.6)
Wir missen durch Induktion den Determinismus zeigen:

(qo,[al...an,zo])v(qil,az...an,al)

H(f.67)
o (21.7)

(o[ 300, 0 [ 2200, ) [a0, F11.26 )= (0, [ 06, - [a,, )
= (f.e)

ahl®

Abbildung 39 - Beispiel zum Beweis

In Abbildung 39 sieht man das Prinzip des Beweises. Oben sieht man einen nichtdeterministischen
Kellerautomaten (da bei der gleichen Eingabe in zwei verschiedene Zustinde p, r gewechselt werden
kann).
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Im unteren Teil der Abbildung sieht man nun den deterministischen Automaten mit den neuen
Eingabesymbolen [a,a,p] und [a,B,r]. Es wird also eine AlphabetvergréfRerung vorgenommen. Um
diese Zeichen wieder auf die alten Zeichen zuriickzumappen wird der folgende Homomorphismus
definiert:

h:2' > 2 mith([a,q,a])=a (21.8)
Somit gilt h(T(M"))=T(M)=L.
21.2 Turing-Maschinen und Entscheidbarkeit

21.2.1 Problem, Algorithmus, Entscheidbarkeit
Definition (Problem):
Ein Problem P ist ein Paar P =(V, z) mit

1.V ist die Menge der Objekte

L . 21.9
2. y ist ein Pradikat y :V — {0,1} (21.9)

y ist also letztendlich die Beschreibung des Problems, das wir 16sen wollen.
Definition (Algorithmus):

Ein Algorithmus A fir ein Problem P = {V ,;5) ist eine endliche Menge von Instruktionen, die fir alle
x eV halt mit

A(x)=z(x) vxeV (21.10)
Definition (Entscheidbarkeit):
Ein Problem P =(V, ) heift entscheidbar : < Jein Algorithmus A fiir (V, p)
Beispiel 1
Das Problem P =(V, p) mit

V= {(G x)| G eine regulédre Grammatik, x ein Wort}
p:v—{01}

(21.11)
p(G,x)=1<xeL(G)
p(G x)=0<=xeL(G)
Beispiel 2
Das Problem (Leerheitsproblem) P =(V, p) mit
V ={G|G eine regulare Grammatik }
Vv 0,1
piv—{0d] (21.12)

P(G,x)=1<L(G)=0
p(G,x)=0=L(G)=0
21.2.2 Modelle fur Algorithmen

Es gibt unter anderem die folgenden beiden Modelle fur Algorithmen:
e Turing Maschinen (Alan Turing)

e Rekursive Funktionen (Kurt Godel)
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Diese beiden Ansatze sind jedoch aquivalent.
21.2.3 Churchsche These

Ende endliche Menge A von Instruktionen ist ein Algorithmus genau dann, wenn eine Turing-
Maschine m existiert mit:

1. m(x) hélt fir alle x

21.13
2.m(x) erreicht einen Endzustand < A(x)=1. ( )

21.2.4 Turing-Maschine
Definition (Turing-Maschine):
Eine Turing-Maschine M ist ein 7-Tupel M =(Q,%,T’,8,0q,,B,F) mit

1. Q ist eine endliche Menge von Zustanden

2. T ist eine endliche Menge von Symbolen (Bandalphabet)

3. BeT ist das "Blank"-Symbol

4. ¥ ist das Eingabealphabet mit X cI'Bg X (21.149)

5. q, ist der Anfangszustand

6. F ist die Menge der akzeptierenden Zusténde

7. 5:QxT - Qx(I'={B})x{L,R}
Dabei ist zu beachten, dass {L, R} die Bewegungen des Schreib-/Lesekopfes darstellen sollen. & ist in
der Regel partiell, d. h. nicht berall definiert.

Eine Turingmaschine kann man sich also vorstellen als eine Maschine, die auf einem (Eingabe)band
operiert. Sie kann dabei ein Zeichen lesen und abhangig von diesem und dem momentanen Zustand, in
dem sie sich befindet, ein neues Zeichen an die Stelle des Gelesenen schreiben, in einen neuen
Zustand wechseln und den Schreib-/Lesekopf nach recht oder links um eine Stelle bewegen.

Definition (Konfiguration):
Sei M = (Q,Z,F,5,q0, B, F) eine Turing-Maschine. Eine Konfiguration von M wird wie folgt
bezeichnet:

a9, (21.15)

Dabei gilt o, €T, s0 dass o das am weitesten links stehende Nicht-Blank-Symbol und a,, das am

weitesten rechts stehende Nicht-Blank-Symbol enthélt. q ist der gegenwartige Zustand der Maschine
und kennzeichnet auch die Position des Schreib-/Lesekopfes.

Wir konnen die Bewegung einer Turing-Maschine wie folgt formal beschreiben. Zunéchst die
Linksbewegung:

X, X, Xy 0K, X, 0 X Xy X, pX LY L X,

21.16
<6(a.X)=(p.Y,L) (21.16)

Hierbei wird vom Zustand g aus das aktuelle Zeichen (X;) ersetzt durch Y, in den Zustand p verzweigt
und der Kopf eine Stelle nach links bewegt.

Analog die Rechtsbewegung:
XXy Xia0X, o X o XX, X, YpX
<6(9,X)=(p.Y.R)

TERRE S

(21.17)

Wir bezeichnen mit —» und +— die Ublichen Erweiterungen.
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Es ist
T(M)= W|WeZ*/\(qOW)!i>(alfa2),feF} (21.18)

die Menge der von M akzeptierten Eingabeworter.

Wir vereinbaren, dass M in einem akzeptierenden Zustand f € F stets anhalt.
Beispiel

Wir betrachten eine Turing-Maschine fiir die Sprache L = {0”1“| n 21} :

Essind M =(Q,%,T,6,9,,B,F),Q={0,,0;.....0s},£={0,1}, T ={0,1,B, X,Y },F ={q;} .

Die Ubergangsfunktion & geben wir in folgender Tabelle an:

000  g:XR  erste 0 von links durch X ersetzen

9.0  gi0R  zurersten 1 nach rechts gehen
g.Y giYR durch ersetzen
qll quL

g.Y g.YL nach links die erste 0 suchen
02X gsXR  falls keine mehr da: in gs gehen

0  q.0L
940 g40L nach links das erste X suchen
dsX  goXR

dsY  dsYR  keine Nullen mehr da =
0B gsYR  prifen, ob auch keine Einsen mehr da sind.

Falls ja: in akzeptierenden Zustand gehen!

21.2.5 Universelle Turingmaschine

Wir wollen nun eine Turing-Maschine bauen, die andere Turingmaschinen simulieren kann — und
zwar auf jedes Eingabewort hin. Wir wollen also eine Turing-Maschine U mit folgender Eigenschaft:

e M sei eine beliebige Turingmaschine
e X sei ein beliebiges Eingabewort
¢ Dann flihrt U bei Eingabe von (M,x) die Simulation von M auf x durch.

Jetzt ist aber die Frage, wie die Eingabe (M,x) aussehen soll. Hierfiir missen wir eine Kodierung auf
dem Band vornehmen.

Wir stellen zunéchst folgendes fest:
Zu jedem Alphabet I - {B} gibt es eine Kodierung in {0,1}, so dass gilt
Kod (M) akzeptiert Kod (x) <> M akzeptiert x (21.19)

Wir nehmen also im weiteren an, dass alle Turing-Maschinen auf einem Alphabet {0,1,B} mit
> = {0,1} arbeiten. Wir wollen nun die zu simulierende Turing-Maschine selbst kodieren. Wir wahlen
hierfir das Alphabet

{c,0,1L,R} (21.20)

Dabei ist

Seite 134/ 141



Theoretische Informatik 2

e ¢ ein Trennzeichen fiir verschiedene Blécke unserer Codierung
e 1 verwenden wir zur Darstellung der Zustande

e 0 verwenden wir, wenn d an einer Stelle nicht definiert ist

e L, Rsind die Kopfbewegungen

Wir verwenden folgendes Schema:

ccc . c . c . cc . c . c . cc . ccc
1)  Block fir 2) ,0c 2 ,0© 3 ,B“ 1) ,0¢ 1) ,1“ 3) 1)
Eingabe ,,B“

Dabei gilt folgendes:

1. ccc bezeichnet die Randmarkierung

2. ¢ bezeichnet die Eingabesymbolblockmarkierung
3. cc bezeichnet die Zustandsblockmarkierung

Jeder Zustand erhélt einen Zustandsblock. In jedem Zustandsblock gibt es je einen
Eingabesymbolblock fiir die drei méglichen Eingabesymbole B, 0, 1. Ein Eingabesymbolblock sieht
beispielhaft so aus:

cllllL1c

Dies bedeutet, dass in den Zustand 3 (111) gegangen, der Kopf nach links bewegt und an die aktuelle
Position eine 1 geschrieben werden soll.

Beispiel:
Wir wollen die Kodierung folgender Ubergangstabelle haben:

q:1  g20R

0B  gslL
00 gslL
01 Q1R
0B qs0R
a0 a.0R
Ol  gslL

Nach dem obigen Schema lautet die Kodierung:

ccc 0cO0cl1RO cc 111L1c111L1cl11R1 cc 1111ROc1111ROc111L1 cc 0cOcO ccc
Q: Q2 O3 Qs

21.2.6 Arbeitsweise der universellen Turing-Maschine

Bei der Arbeit benutzt die virtuelle Turing-Maschine zwei zusatzliche Symbole my, m, zur
Markierung. Dabei markiert m; den aktuellen Zustandsblock auf dem Eingabeband (auf dem ,,cc*) und
m, das aktuelle Eingabezeichen.
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Das Band sieht zu Beginn wie folgt aus (mit Markierung von my, my):

my mo

ccc ... ccc  Kod(x)

Die Vorgehensweise ist hun die folgende:

1. U sucht m2 und merkt sich das dort gefundene Symbol, z. B. A € {B,0,1}

2. U sucht im aktuellen Zustandsblock (Merker: m1) die zugehorige Anweisung fur A
3. U merkt sich, wodurch A zu ersetzen ist und ob nach rechts oder links gegangen wird
4

U versetzt m1 an den Anfang des Zustandsblocks, der als Nachfolgezustand angegeben wird
(Subroutine)

5. U geht zu m2, dndert A und versetzt m2 nach links oder nach rechts
6. Gehenachl

Diese Vorgehensweise kann natirlich auch formalisiert werden.
Insgesamt folgt aber

U hélt auf Kod (M, x) < M halt auf x

21.21
U akzeptiert (M, x) < M akzeptiert x ( )

In diesem Ablauf haben wir die akzeptierenden Zustdnde von M nicht betrachtet. Man kann sich aber
leicht vorstellen, dass jede Turingmaschine mit mehreren akzeptierenden Zustéanden in eine
aquivalente Turingmaschine mit nur einem akzeptierenden Zustand umgewandelt werden kann (indem
man einfach einen neuen Zustand einfihrt und alle akzeptierenden Zustande auf diesen verweist).
Dann kann die universelle Turingmaschine durch eine geeignete Erweiterung der Kodierung von M
leicht feststellen, ob diese in einem akzeptierenden Zustand ist.

21.2.7 Halteproblem fur Turing-Maschinen

Wir formulieren das Halteproblem:

Gibt es einen Algorithmus (Turing-Maschine), der fur beliebige Paare (M, X), wobei M eine Turing-
Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x halt?

Wir kodieren wieder, diesmal jedoch alle Turing-Maschinen in einem endlichen Alphabet und alle
Eingabewerte in {0,1} . In beiden Kodierungen existiert eine lineare (lexikographische Ordnung).

Wir beweisen zunachst einen Hilfssatz:

Lemma:

Sei L = {xi |x &T (Mi)} die Sprache der Worter mit der Nummer i, die nicht von der i-ten Turing-

Maschine akzeptiert werden. Zu dieser Sprache existiert keine Turingmaschine mit T(M) = L;.

Beweis:

Angenommen, es gabe eine solche Turingmaschine M mit L; = T(M). Daraus folgt automatisch
J:M=M; AL =T(M)) (21.22)

(weil M ja selbst eine Turingmaschine ist und sie daher eine Nummer j besitzen muss). Dann aber gilt
xjelL=xeT(M)=x ¢l 0123)

XjgL=>x eT(M)=x el

Beide Féalle sind Widerspriiche, so dass die Annahme falsch gewesen sein muss.
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Satz (Halteproblem):

Es gibt keinen Algorithmus (Turing-Maschine), der fiir ein beliebiges Paar (M,x), wobei M eine
Turing-Maschine und x ein Wort sei, entscheidet, ob M auf x hilt.

Beweis:

Wir nehmen an, dass ein solcher Algorithmus A existiert:

A(M x)— 0 < M halt nicht auf x (21.24)
V71 1< M halt auf x '

Wir behaupten, dass L, :={xi | X; eET(Mi)} von einer Turing-Maschine akzeptierbar ist. U sei die
universelle Turing-Maschine.

Wir konstruieren jetzt eine Turing-Maschine M:

1. Eingabe ist x

2. Durch sukzessives Iterieren der Worte Xy,X»,...,X, bestimmen wir das i mit x; = x. (Wir bestimmen
also die Nummer des Wortes x)

3. Durch sukzessives Iterieren erzeugen wir ber dem Kodierungsalphabet die Turing-Maschine M;.
4. Jetzt wenden wir A (M;,x;) an.

5. Wenn A (M;,x;) = 0= M akzeptiert ;.

6. Wenn A (M;,x;) =1 = M akzeptiert nicht x;

7. Mi akzeptiert nicht x; = M akzeptiert x;

Daraus folgt: T(M )= {xi | eT (Mi)} . Das ist aber ein Widerspruch zum obigen Lemma. Damit
folgt ein Widerspruch zur Annahme und die gewinschte Turing-Maschine kann nicht existieren.

21.2.8 Rekursive Mengen

Definition (rekursive Menge):

Eine Menge S heift ,rekursiv* < Es existiert eine Turing-Maschine M, die auf allen Eingaben aus ="
hélt, mit S = T(M). Wichtig ist hierbei die Aussage ,,auf allen Eingaben®. Bildlich kann man sich die
Definition wie in Abbildung 40 vorstellen.

Defintion (rekursiv aufzahlbar):

Eine Menge heift ,,rekursiv aufzéhlbar” :< Es existiert eine Turing-Maschine M mit S = T(M).
Diese Situation ist in Abbildung 41 dargestellt.

Satz:

Eine Menge L c X" istrekursiv <> L =X — L ist rekursiv.
" ~_ __-nicht akzeptieren

f : / \‘\“\T
| S | [ -anhalten
s .
. -
S S ___,-/’K “akzeptieren

Abbildung 40 - Rekursive Mengen
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S anhalten und akzeptieren

oL
S anhalten und nicht akzeptieren
oder nicht anhalten

Abbildung 41 - Rekursiv aufzéhlbare Mengen

Beweis:
L ist rekursiv. Daraus folgt, dass es eine Turing-Maschine M =(Q,Z,F,§,q0, B, F) gibt mit
o VxeX :M(x) halt
e L=T(M)
Sei M = (Ql,E,F,dl,qo, B, F) eine neue Turingmaschine, die M simuliere. Wir haben
Q =Qu{q’} mitq'¢Q.
Es gelte nun
vgeQ,ael': Wenn §(q,a) fir e Q- F nicht definiert :6,(g,a)=q' (21.25)
f,={q'}
Die Maschine M; halt immer!
Weiter gilt xeT(M)< x¢T(M,)=L=T(M,).
Damit ist L auch rekursiv. Die umgekehrte Richtung zeigt man analog.
Satz:
Es gibt eine rekursiv aufzahlbare Menge, deren Komplement nicht rekursiv aufzéhlbar ist.

Beweis:
Essei L= {xi |x T (M )} . Weiter sei U die modifizierte universelle Turingmaschine®. Dann gilt:

L=T(U)= L ist rekursiv aufzahlbar

21.26
L={x |x &T (M,)}ist nicht rekursiv aufzahlbar! ( )

'* Modifiziert heit hier: die i-te Turingmaschine muss erst wie in Abschnitt 21.2.7 beschrieben
konstruiert werden.
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